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Ãëàâà 1

Ïðîñòî è äîñòóïíî î
ìàòðèöàõ

Îäíà èç ôîðìóëèðîâîê êâàíòîâîé ìåõàíèêè � ìàòðè÷íàÿ êâàí-

òîâàÿ ìåõàíèêà Â. Ãåéçåíáåðãà, ïîýòîìó ïðèñòóïàåì ê èçó÷åíèþ

ìàòðèö.

Ìàòðèöû ïðè òðàäèöèîííîì çíàêîìñòâå ââîäÿòñÿ êàê òàáëè-

öû ÷èñåë.

Ïðè ýòîì îñîáûõ ïñèõîëîãè÷åñêèõ çàòðóäíåíèé íå âîçíèêàåò:

� Íó, òàáëèöû òàê òàáëèöû. Ëàäíî!

� Íåïîíÿòíî îòêóäà âçÿëèñü ïðàâèëà ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè?

� Ïóñòü ïðàâèëà áóäóò, êàêèå åñòü, ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èò-

ñÿ. . .

Íî îêàçûâàåòñÿ, èçó÷àÿ àëãåáðó ìàòðèö, ïîëåçíî èìåòü â âè-

äó, ÷òî àëãåáðà ìàòðèö åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ñâÿ-

çè ìàòðèö ñ ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïîòîìó ÷òî, åñëè

âäðóã âîçíèêíóò êàêèå-ëèáî çàòðóäíåíèÿ èëè íåóâåðåí-

íîñòü ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè, òî îò ìàòðèö âñåãäà ìîæ-

íî ïåðåéòè ê ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïîñëå ÷åãî âñå

ñîìíåíèÿ ëåãêî ðàçðåøàòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîé àë-

ãåáðû.

À òåïåðü îáî âñ¼ì ïî ïîðÿäêó.
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Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

1.1 Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàçâàíà òàê ïîòîìó, ÷òî â äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàòàõ îíà èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé. Íà Ðèñ. 1.1. ïðè-

âåäåíû ãðàôèêè ëèíåéíîé ôóíêöèè: y = ax + b ïðè íåêîòîðûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b.

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Ðèñ. 1.1: Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ � ñàìàÿ ïðîñòàÿ. ×òîáû âû÷èñëèòü å¼ çíà-

÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî òîëüêî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü. Äàæå äåëèòü

è âîçâîäèòü â êâàäðàò íå íàäî! À óæ î òàíãåíñàõ èëè ëîãàðèôìàõ

è ðå÷è íåò.

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òî÷íûõ íàóêàõ, ïî-

òîìó ÷òî ñëîæíîå íåðåäêî âîçíèêàåò â ïðîöåññå åñòåñòâåííîãî

óñëîæíåíèÿ î÷åíü ïðîñòîãî. À ðàç òàê, òî áóäåì óñëîæíÿòü!
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1.2 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1.2 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ëèíåéíûì ïðåîáðà-

çîâàíèåì; çäåñü òîëüêî îäèí àðãóìåíò x, òîëüêî îäèí ñâîáîäíûé

÷ëåí b è òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ y.

Â ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ìîæåò áûòü îäèí, äâà, òðè, . . . è

âîîáùå ñêîëüêî óãîäíî àðãóìåíòîâ è îäíà, äâå, òðè, . . . , ñêîëüêî

óãîäíî ôóíêöèé. À ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ äîëæíî áûòü ñòîëüêî æå,

ñêîëüêî ôóíêöèé, íî îíè âñå, èëè íåêîòîðûå èç íèõ, ìîãóò áûòü

íóëÿìè.

Âîò ïðèìåð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè

x1, x2, äâóìÿ ôóíêöèÿìè y1, y2 è äâóìÿ ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè b1,

b2:

y1 = a11x1 + a12x2 + b1,

y2 = a21x1 + a22x2 + b2.

Êàê ïîíèìàòü ýòî âûðàæåíèå? Òî÷íî òàê æå, êàê âûðàæåíèå

y = ax + b, ãäå äëÿ êàæäîãî x ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

íåêîòîðîå, âïîëíå îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå y.

À èìåííî, êàæäîé ïàðå ÷èñåë x1 è x2 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ

äðóãàÿ ïàðà ÷èñåë y1 è y2, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ôîðìóëàìè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñ-

ëè âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ:

y1 = a11x1 + a12x2,

y2 = a21x1 + a22x2.

1.3 Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè è ìàòðèöàìè

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèå íåðåäêî áóäåò âåñòèñü ðàäè íàãëÿä-

íîñòè, äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, à çàòåì ÷èòàòåëü ñìîæåò ñàì, åñëè
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ïîæåëàåò, âûïîëíèòü î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ëèøü ê

ïåðåôîðìóëèðîâêå èçëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

y1 = x1 − 2x2,

y2 = 2x1 + x2.
(1.1)

Îíî ïåðåâîäèò ïàðó ÷èñåë (x1, x2) â äðóãóþ ïàðó ÷èñåë (y1, y2).

Áóäåì ïèñàòü êîðîòêî: (x1, x2)
(1.1)−−→ (y1, y2), çäåñü öèôðà (1.1) â

ñêîáêàõ óêàçûâàåò íà ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû. Â ÷àñòíîñòè,

(1, 1)
(1.1)−−→ (−1, 3), (−1, 2)

(1.1)−−→ (−5, 0) è ò. ï.

À òåïåðü ðàññìîòðèì åù¼ îäíî ïðåîáðàçîâàíèå:

u1 = v1 − 2v2,

u2 = 2v1 + v2.
(1.2)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òàêîâî: (v1, v2)
(1.2)−−→ (u1, u2). Ïîýòîìó (1, 1)

(1.2)−−→
(−1, 3), (−1, 2)

(1.2)−−→ (−5, 0) è ò. ä.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1) è (1.2) â

òî÷íîñòè îäèíàêîâû. È äåéñòâèòåëüíî, âñ¼ ðàâíî êàê îáîçíà÷àòü

îäèíàêîâûå ïî ñóòè ïåðåìåííûå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå îñâîáîäèòüñÿ

ïðè îïåðèðîâàíèè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îò âñåãî ñëó÷àé-

íîãî, íåñóùåñòâåííîãî è îñòàâèòü òîëüêî ñàìîå ãëàâíîå.

À ãëàâíîå çäåñü � êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ: 1, −2, 2, 1.

Èìåííî îíè îïðåäåëÿþò ôîðìóëû, ïî êîòîðûì îäíîé ïàðå ÷èñåë

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äðóãàÿ ïàðà ÷èñåë.

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòè öèôðû â âèäå òàáëèöû òàê, ÷òîáû ìîæ-

íî áûëî ëåãêî âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:(
1 −2

2 1

)
Ýòà òàáëèöà è åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿä-

êà, ò. å. ðàçìåðíîñòè 2õ2, îïðåäåëÿþùàÿ îäèíàêîâûå ëèíåé-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1) è (1.2).
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1.3 Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ìàòðèöàìè

×èñëà âíóòðè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè.

Âîîáùå-òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü íå òîëüêî öèôðà-

ìè, íî è áóêâàìè, è ëþáûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Äàíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

u = 2y − x + z,

v = −x + z.

Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà òàêîâà:(
2 −1 1

−1 1

)
Íî íåò, íåò!

Ïðåæäå ÷åì çàïèñûâàòü ìàòðèöó, íóæíî ïåðåíóìåðîâàòü èëè

õîòÿ áû óïîðÿäî÷èòü ïåðåìåííûå. Ïóñòûõ ìåñò â ìàòðèöå âîîáùå

íå äîëæíî áûòü, âìåñòî ïóñòîãî ìåñòà äîëæåí áûòü íóëü.

À òåïåðü ïóñòü x, y, z áóäóò ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì àðãó-

ìåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî, u è v áóäóò ïåðâîé è âòîðîé ôóíêöèåé,

òîãäà ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âè-

äå:

u = −x + 2 · y + z,

v = −x + 0 · y + z.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïðèíèìàåò âèä:(
−1 2 1

−1 0 1

)
Â ýòîé ìàòðèöå åñòü äâå îäèíàêîâûå ¾−1¿ è ¾1¿. Ýòè îäèíà-

êîâûå ÷èñëà íå îäíî è òî æå, ýòî ñîâåðøåííî ðàçíûå ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû, ïîòîìó ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû õàðàêòåðèçóþòñÿ íå

òîëüêî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè, íî òàêæå íîìåðîì ñòðîêè è ñòîëáöà.
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Íîìåð ñòðîêè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà óêàçûâàåò íà íî-

ìåð ôóíêöèè â çàïèñè îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, à íîìåð ñòîëáöà óêàçûâàåò íà íîìåð àðãóìåíòà,

ïðè êîòîðîì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåí-

òîì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðàâèëîì êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåò-

ñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî âïîëíå îïðåäåë¼ííîå îäíîðîä-

íîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è, íàîáîðîò, êàæäîìó îä-

íîðîäíîìó ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò îä-

íà è òîëüêî îäíà âïîëíå îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà.

Èòàê, ïóñòü äàíî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîäåð-

æàùåå n àðãóìåíòîâ è m ôóíêöèé:

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn,

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn,

. . . . . . . . .

ym = am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn.

(1.3)

Òîãäà ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè m× n:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (1.4)

È, íàîáîðîò, ïî ìàòðèöå ìîæíî âîññòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå åé îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé n-ãî ïîðÿä-

êà, åñëè ÷èñëî ñòîëáöîâ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê è ðàâíî ÷èñëó

n.

Íàêîíåö, èíîãäà ïîëåçíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî � ýòî íå ïðîñòî

÷èñëî, à êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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1.4 Î òîì, îòêóäà áåðóòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ïðàâèëà

1.4 Î òîì, îòêóäà áåðóòñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ïðàâèëà

Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòèêà âîçíèêàåò èç ðåàëüíîñòè � çà ìà-

òåìàòè÷åñêèìè àáñòðàêöèÿìè âñåãäà ÷òî-òî ñòîèò.

Íàïðèìåð, 1 + 1 ñêîëüêî?

� Ãëóïûé âîïðîñ, êîíå÷íî æå 2!

� Îäíàêî ïîñìîòðèì. . .

Âîçüì¼ì äâå ìàëåíüêèå êàïëè âîäû è íà÷í¼ì èõ ñáëèæàòü:

1 + 1. Â èòîãå îíè ñîëüþòñÿ â îäíó êàïëþ. Îòâåò: 1.

Èòàê, 1+1 = 1, ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî, ïî êðàéíåé ìåðå,

äëÿ ìàëåíüêèõ êàïåëü âîäû. Äðóãîå äåëî, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíå-

íèÿ ýòîé àðèôìåòèêè ìàëà, äà è àðèôìåòèêà òàêàÿ îêàçàëàñü

íåñïîñîáíîé ê ïðîäóêòèâíîìó ðàçâèòèþ. À âîò åñëè 1 + 1 = 2 �

òî ñîâñåì äðóãîå äåëî.

Òî÷íî òàêæå è ñ ìàòðèöàìè.

Ìàòðèöû � ýòî ïðîñòî òàáëèöû, ñîñòîÿùèå èç ÷èñåë.

Èì ìîæíî ïðèïèñàòü ëþáûå ïðàâèëà, ëèøü áû áûëè

ïîëüçà è ñìûñë.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðèöà îáñëóæèâàåò ðåøåíèå ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ïî ìåòîäó Ãàóññà, òî å¼ ñòðîêè ìîæ-

íî ìåíÿòü ìåñòàìè, ëþáóþ ñòðîêó ìîæíî óìíîæàòü íà ëþáîå, íå

ðàâíîå íóëþ ÷èñëî è ò. ï.

Çäåñü ìû íå áóäåì ââîäèòü òàêèõ ïðàâèë äåéñòâèé ñ ìàòðè-

öàìè � íàñ èíòåðåñóåò ñîâñåì äðóãàÿ îáëàñòü èõ ïðèìåíèìîñòè,

ïîýòîìó è ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ìàòðèöàìè áóäóò äðóãèìè.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ìàòðè-

öàìè, êîòîðûå îáñëóæèâàþò îïåðàöèè, ñîâåðøàåìûå íàä ëèíåé-

íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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1.5 Ïðîñòåéøèå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

1.5.1 Ðàâåíñòâî äâóõ ìàòðèö

Äâå ìàòðèöû ðàâíû, åñëè îíè â òî÷íîñòè îäèíàêîâû,

ò. å. ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ, èíà÷å ãîâî-

ðÿ, èõ ðàçìåðíîñòè îäèíàêîâû, è, êðîìå òîãî, ñîîòâåòñòâåííûå

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ó íèõ òîæå îäèíàêîâû.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöû áóäóò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå îä-

íîðîäíûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ

ðàâíûìè.

1.5.2 Ñóììà äâóõ ìàòðèö

Ïóñòü äàíû äâà îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

y1 = a11x1 + a12x2,

y2 = a21x1 + a22x2

è
z1 = b11x1 + b12x2,

z2 = b21x1 + b22x2

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè:(
a11 a12

a21 a22

)
è

(
b11 b12

b21 b22

)
.

Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ñóììó ýòèõ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé êàê

òðåòüå ïðåîáðàçîâàíèå:

s1 = y1 + z1 = (a11 + b11)x1 + (a12 + b12)x2,

s2 = y2 + z2 = (a21 + b21)x1 + (a22 + b22)x2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììå ëèíåé-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé:(
a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
+

(
b11 b12

b21 b22

)
.
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1.5 Ïðîñòåéøèå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

Èòàê, ñóììà ìàòðèö âîçìîæíà, åñëè ìàòðèöû èìåþò

îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, ò. å. îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ

è ñòðîê.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñóììû ìàòðèö ðàâíû ñóììå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö-ñëàãàåìûõ.

1.5.3 Óìíîæåíèå è äåëåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî

Ñêëàäûâàÿ äâå îäèíàêîâûå ìàòðèöû, ïîëó÷èì:(
a11 a12

a21 a22

)
+

(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
2a11 2a12

2a21 2a22

)
.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî óìíî-

æåíèÿ ìàòðèöû íà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñòåñòâåííî îáîá-

ùèòü ýòî ïðàâèëî âîîáùå íà ëþáûå äîïóñòèìûå ÷èñëà, äåéñòâè-

òåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå.

α

(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
α =

(
αa11 αa12

αa21 αa22

)
.

Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî âñå å¼ ìàò-

ðè÷íûå ýëåìåíòû óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

Äåëåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî (α 6= 0) ñâîäèòñÿ ê óìíî-

æåíèþ ìàòðèöû íà îáðàòíîå ÷èñëî (1/α).

1.5.4 Âû÷èòàíèå ìàòðèö

Ýòà îïåðàöèÿ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ âû÷èòàåìîé ìàòðèöû íà

(�1), à çàòåì ê ñëîæåíèþ ïîëó÷èâøèõñÿ ìàòðèö:(
a11 a12

a21 a22

)
−
(
b11 b12

b21 b22

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
+ (−1)

(
b11 b12

b21 b22

)
=

=

(
a11 a12

a21 a22

)
+

(
−b11 −b12

−b21 −b22

)
=

(
a11 − b11 a12 − b12

a21 − b21 a22 − b22

)
.

23



Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

1.5.5 Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû

Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå ñðîê íà

ñòîëáöû è ñòîëáöîâ íà ñòðîêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷à-

åòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà.

Ýòî î÷åíü ïðîñòî: ïðî÷èòàéòå ïåðâóþ ñòðîêó è çàïèøèòå å¼ â

âèäå ïåðâîãî ñòîëáöà, âòîðóþ ñòðîêó � â âèäå âòîðîãî ñòîëáöà è

ò. ä. Íàïðèìåð: 
1 2

3 4

5 6

7 8


T

=

(
1 3 5 7

2 4 6 8

)
.

Î÷åâèäíî, åñëè ìàòðèöó òðàíñïîíèðîâàòü äâàæäû, òî

îíà íå èçìåíèòñÿ.

1.6 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

1.6.1 Ïðîñòîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåìûå îäíîðîäíûå ëè-

íåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(x1, x2)→ (y1, y2)→ (z1, z2), ãäå

z1 = b11y1 + b12y2

z2 = b21y1 + b22y2
,

y1 = a11x1 + a12x2

y2 = a21x1 + a22x2
.

Ò. å. â êîíå÷íîì èòîãå ïàðà (x1, x2) ïåðåõîäèò â ïàðó (z1, z2).

Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö íàçûâàåò-

ñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö.
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1.6 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî

z1 = (b11a11 + b12a21)x1 + (b11a12 + b12a22)x2,

z2 = (b21a11 + b22a21)x1 + (b21a12 + b22a22)x2.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà òàêîâà:(
b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22

b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22

)
.

È, îêîí÷àòåëüíî:(
b11 b12

b21 b22

)(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22

b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22

)
.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñêîíñòðóèðîâàòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

èç èñõîäíûõ? Íåóæåëè íóæíî âñåãäà ïåðåõîäèòü ê ëèíåéíûì ïðå-

îáðàçîâàíèÿì, âûïîëíÿòü íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå âû÷èñëå-

íèÿ, è òîëüêî ïîòîì ïîëó÷àòü èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå? Íåò, êîíå÷-

íî!

Âîò ñàìûé ïðîñòîé ïðè¼ì óìíîæåíèÿ ìàòðèö:

1. Ëåâóþ ìàòðèöó òðàíñïîíèðóåì.

2. Òîãäà èñêîìûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîëó÷àþòñÿ êàê âñå-

âîçìîæíûå âçàèìíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöîâ ëåâîé ìàòðè-

öû íà ñòîëáöû ïðàâîé ìàòðèöû.

3. Ìåñòî êàæäîãî ïîëó÷åííîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà â èñêî-

ìîé ìàòðèöå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó:

• íîìåð ñòîëáöà ëåâîé ìàòðèöû ïðèïèñûâàåòñÿ ìàòðè÷-

íîìó ýëåìåíòó â êà÷åñòâå íîìåðà ñòðîêè;

• íîìåð ñòîëáöà ïðàâîé ìàòðèöû ïðèïèñûâàåòñÿ ìàòðè÷-

íîìó ýëåìåíòó â êà÷åñòâå íîìåðà ñòîëáöà.
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Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð î÷åíü ïîäðîáíî.

Èùåì ïðîèçâåäåíèå:

(
1 −2 3 −4

4 −3 2 −1

)
2 −1

−2 3

0 4

−1 3

 .

Ñíà÷àëà òðàíñïîíèðóåì ëåâóþ ìàòðèöó:
1 4

−2 −3

3 2

−4 −1




2 −1

−2 3

0 4

−1 3

 .

Âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

� ñòîëáöà

ëåâîé ìàò-

ðèöû = �

ñòðîêè

ðåçóëüòàòà

� ñòîëáöà

ïðàâîé ìàò-

ðèöû = �

ñòîëáöà

ðåçóëüòàòà

Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ

1 1 1 · 2 + (−2) · (−2) + 3 · 0 +

(−4) · (−1) = 10

1 2 1 · (−1) + (−2) · 3 + 3 · 4 +

(−4) · 3 = −7

2 1 4 · 2 + (−3) · (−2) + 2 · 0 +

(−1) · (−1) = 15

2 2 4 · (−1) + (−3) · 3 + 2 · 4 +

(−1) · 3 = −8

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

(
1 −2 3 −4

4 −3 2 −1

)
2 −1

−2 3

0 4

−1 3

 =

(
10 −7

15 −8

)
.
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1.6 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Åù¼ ïðèìåðû óìíîæåíèÿ ìàòðèö:

(
b1 b2

)(a1

a2

)
=

(
b1

b2

)(
a1

a2

)
= b1a1 + b2a2,

(
a1

a2

)(
b1 b2

)
=
(
a1 a2

) (
b1 b2

)
=

(
a1b1 a1b2

a2b1 a2b2

)
.

1.6.2 Ñõåìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Â äàëüíåéøåì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö áóäåò ïðèâîäèòüñÿ áåç

êàêèõ-ëèáî ïîäðîáíîñòåé. Ïîòîìó ÷òî ýòî î÷åíü ïðîñòî! Åñëè

óáðàòü âñ¼ ëèøíåå, òî óìíîæåíèå ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê ïðèìå-

íåíèþ ïðîñòåíüêîé ñõåìû.

Ëåâóþ ìàòðèöó

òðàíñïîíèðóåì

Ïðàâóþ ìàòðèöó

íå òðàíñïîíèðó-

åì

Ñòîëáöû ïåðåìíîæàåì

Íîìåð ñòîëáöà

ëåâîé ìàòðèöû

ðàâåí íîìåðó

ñòðîêè ðåçóëü-

òàòà

Íîìåð ñòîëáöà

ïðàâîé ìàòðèöû

ðàâåí íîìåðó

ñòîëáöà ðå-

çóëüòàòà

1.6.3 Îáùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö

Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû A è B ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

aik è bkj , çäåñü i, k, j � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òîãäà

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû C = AB, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj =

k=n∑
k=1

aik · bkj. (1.5)
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Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

Çäåñü çíàê
∑

îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî

âñåì ñëàãàåìûì, ãäå èíäåêñ k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Íî åñ-

ëè n = 1, òî åñòü óìíîæàåòñÿ ìàòðèöà�ñòîëáåö íà ìàòðèöó�ñòðîêó,

òîãäà ñóììèðîâàíèå ïðîïàäàåò, è îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîèçâåäåíèå.

Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ôîðìóëà (1.5) ñîãëàñóåòñÿ ñî ñõåìîé óìíî-

æåíèÿ ìàòðèö.

Â ñàìîì äåëå,

cij =

k=n∑
k=1

aik · bkj

îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêà ëåâîé ìàòðèöû óìíîæàåòñÿ íà ñòîëáåö ïðà-

âîé ìàòðèöû. Ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ ëåâîé ìàòðèöû òî÷íî òà-

êèå æå ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ ñòîëáöà

îäíîé ìàòðèöû íà ñòîëáåö äðóãîé. Íàêîíåö, îò ëåâîé ìàòðèöû

ïîëó÷àåì íîìåð ñòðîêè ðåçóëüòàòà, à îò ïðàâîé � íîìåð ñòîëá-

öà.

1.6.4 Âñåãäà ëè âîçìîæíî ïðîèçâåäåíèå ìàò-
ðèö?

Îáðàòèìñÿ ê ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. ïîäñòàíîâêà îä-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â äðóãîå, âîçìîæíî, åñëè ÷èñëî ôóíêöèé â

îäíîì ïðåîáðàçîâàíèè â òî÷íîñòè ðàâíî ÷èñëó àðãóìåíòîâ â äðó-

ãîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Íà ÿçûêå ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö âîçìîæíî, åñëè ÷èñëî ñòðîê â

ïðàâîé ìàòðèöå ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â ëåâîé ìàòðèöå.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðèâåä¼ííîìó âûøå ïðàâèëó óìíîæåíèÿ

ìàòðèö. Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòðèöû ìîæíî óìíîæàòü, åñëè îêàæåòñÿ,

÷òî ó ëåâîé (òðàíñïîíèðîâàííîé) è ïðàâîé ìàòðèöû ÷èñëî ñòðîê

îäèíàêîâî.
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1.6 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

1.6.5 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íåïåðåñòàíîâî÷íî

Ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö çàâèñèò îò èõ ïîðÿä-

êà, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â îáùåì ñëó÷àå

íåêîììóòàòèâíî, ò. å. íåïåðåñòàíîâî÷íî.

Áîëåå òîãî, ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî äî ïåðåñòàíîâêè ïðîèç-

âåäåíèå ìàòðèö áûëî âîçìîæíûì, à ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïðîèçâå-

äåíèå ýòèõ æå ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò.

Äâå ìàòðèöû ìîæíî ïåðåìíîæàòü â ëþáîì ïîðÿäêå ëèøü òî-

ãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû m× n è n×m. � Èìåííî ïðè

âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ÷èñëî ñòîëáöîâ â ëåâîé ìàòðèöå âñå-

ãäà áóäåò ðàâíî ÷èñëó ñòðîê â ïðàâîé ìàòðèöå íåçàâèñèìî îò

ïîðÿäêà èõ óìíîæåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ áóäóò êâàäðàò-

íûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ m×m èëè n×n. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
m 6= n, ðåçóëüòàòîì áóäóò ñîâåðøåííî ðàçíûå ìàòðèöû, êîòîðûå

íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè.

Åñëè æå m = n, ò. å. åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ äâå êâàäðàòíûå

ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî ïðîèçâåäåíèå

òàêèõ ìàòðèö âîçìîæíî â ëþáîì ïîðÿäêå, òåì íå ìåíåå, ÷àùå

âñåãî ðåçóëüòàò òîæå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Ïðèìåð: (
1 2

3 4

)(
2 1

4 3

)
=

(
10 7

22 15

)
,(

2 1

4 3

)(
1 2

3 4

)
=

(
5 8

13 20

)
.

È ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö êîì-

ìóòèðóåò.

Ïðèìåð:(
1 4

0 1

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 1

0 1

)(
1 4

0 1

)
=

(
1 5

0 1

)
.

Ïóñòü âàñ íå óäèâëÿåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ìàòðèö ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, à åñëè
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è ñóùåñòâóåò, òî ðåçóëüòàò ÷àùå âñåãî çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíî-

æèòåëåé.

Â ñàìîì äåëå, ìàòðèöû îïðåäåëÿþò òî èëè èíîå ëèíåéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå, à ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü íå

÷òî èíîå, êàê äåéñòâèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îäíîé ãðóïïå ÷è-

ñåë ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äðóãàÿ

ãðóïïà ÷èñåë.

Òàê âîò, óñòðîéñòâî íàøåãî ìèðà òàêîâî, ÷òî ðåçóëüòàò

çàâèñèò îò ïîðÿäêà äåéñòâèé.

Íàïðèìåð, ìîæíî ñíà÷àëà ïîéìàòü ðûáó, à ïîòîì ñâàðèòü óõó,

à íàîáîðîò íå ïîëó÷èòñÿ.

È åù¼ ïðèìåð. Ìîæíî ñíà÷àëà ÷òî-òî âûïèòü èç ñòàêàíà, à

çàòåì åãî ïîìûòü, èëè íàîáîðîò, ìîæíî ñíà÷àëà ñòàêàí ïîìûòü,

è òîëüêî ïîòîì ÷òî-òî âûïèòü èç íåãî. Ðåçóëüòàò î÷åíü ðàçíûé!

1.6.6 Äåëåíèå ìàòðèöû íà ìàòðèöó íå èìååò
ñìûñëà, ïîýòîìó íå îïðåäåëåíî

Âîçìîæíî ëèøü äåëåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ íà îáðàòíîå ÷èñëî.

1.7 Îñîáûå ìàòðèöû

Íóëåâàÿ ìàòðèöà. Ýòî ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè.

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé

äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, ò. å. òå ó êîòîðûõ íîìåð ñòðîêè ðàâåí

íîìåðó ñòîëáöà, ðàâíû åäèíèöå, à îñòàëüíûå, íåäèàãîíàëüíûå,

ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð:(
1 0

0 1

)
,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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1.8 Ìàòðè÷íûå âûðàæåíèÿ

1.8 Ìàòðè÷íûå âûðàæåíèÿ

Ïîñëå òîãî, êàê îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè îïðåäåëåíû, èç ìàòðèö

ìîæíî ñîñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð: âûðàæåíèå

y = Ax + b, (1.6)

ãäå

y =


y1

y2

. . .

ym

 , x =


x1

x2

. . .

xn

 , b =


b1

b2

. . .

bm

 ,

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (1.7)

ÿâëÿåòñÿ î÷åíü êðàòêîé è ýêîíîìíîé çàïèñüþ ëþáîãî íåîäíîðîä-

íîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîäåðæàùåãî n àðãóìåíòîâ, m

ôóíêöèé è m ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ:

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn + b1,

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn + b2,

. . . . . . . . .

ym = am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn + bm.

(1.8)

ãäå aij � êîýôôèöèåíòû ïðè àðãóìåíòàõ xj, à bi � ñâîáîäíûå

÷ëåíû, ïðè÷¼ì i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
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Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

1.9 Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðè÷íûõ âû-

ðàæåíèé

Íåòðóäíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæå-

íèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî èëè îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû (ðàçíî-

ñòè) ìàòðèö ïåðåñòàíîâî÷íû ñ îïåðàöèåé òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ò. å. ìîæíî ñíà÷àëà óìíîæèòü ìàòðèöó íà ÷èñëî, à ïîòîì

òðàíñïîíèðîâàòü ðåçóëüòàò, èëè ìîæíî ñíà÷àëà òðàíñïîíèðîâàòü

ìàòðèöó, à çàòåì óìíîæèòü å¼ íà òî æå ñàìîå ÷èñëî. Ðåçóëüòàò

áóäåò îäèíàêîâ.

Èëè ìîæíî ñíà÷àëà ñëîæèòü äâå ìàòðèöû, à çàòåì òðàíñïîíè-

ðîâàòü ðåçóëüòàò, èëè ìîæíî ñíà÷àëà òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöû,

à ïîòîì èõ ñêëàäûâàòü. Ðåçóëüòàò òîæå áóäåò îäèíàêîâ.

×òî êàñàåòñÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, òî çäåñü ñèòóàöèÿ èíàÿ; ÷òî-

áû èññëåäîâàòü å¼, âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ïåðâûé ñëó÷àé:

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A · B:
Ëåâóþ ìàòðèöó A

òðàíñïîíèðóåì: AT

Ïðàâóþ ìàòðèöó B

íå òðàíñïîíèðóåì:

B

Ñòîëáöû ïåðåìíîæàåì

Íîìåð ñòîëáöà ëå-

âîé ìàòðèöû ðàâåí

íîìåðó

ñòðîêè ðåçóëüòà-

òà

Íîìåð ñòîëáöà

ïðàâîé ìàòðèöû

ðàâåí íîìåðó

ñòîëáöà ðåçóëü-

òàòà

Âòîðîé ñëó÷àé:
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Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö BT · AT:

Ëåâóþ ìàòðèöó BT

òðàíñïîíèðóåì:

(BT)T = B

Ïðàâóþ ìàòðèöó

AT

íå òðàíñïîíèðóåì:

AT

Ñòîëáöû ïåðåìíîæàåì

Íîìåð ñòîëáöà ëå-

âîé ìàòðèöû ðàâåí

íîìåðó

ñòðîêè ðåçóëüòà-

òà

Íîìåð ñòîëáöà

ïðàâîé ìàòðèöû

ðàâåí íîìåðó

ñòîëáöà ðåçóëü-

òàòà

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñòîëáöû ìàòðèöû AT óìíîæàþòñÿ íà ñòîëáöû

ìàòðèöû B. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñòîëáöû ìàòðèöû B óìíîæàþòñÿ

íà ñòîëáöû ìàòðèöû AT. Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ íå çàâèñèò îò ïî-

ðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ïîýòîìó ìîæíî óìíîæàòü A ·B èëè BT ·AT,

çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ A · B,
ðàñïîëîæåííûé â p-îé ñòðîêå è q-ì ñòîëáöå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòîò

ýëåìåíò ïîëó÷èëñÿ ïðè ïåðåìíîæåíèè p-îãî ñòîëáöà ìàòðèöû AT

è q-îãî ñòîëáöà ìàòðèöû B.

Âòîðîé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî òåì, ÷òî ìàòðèöû AT è

B ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè. Ò. å. ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêå ìàòðèö òîò

æå ñàìûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò áóäåò ðàñïîëîæåí â p-ì ñòîëáöå

ðåçóëüòàòà è, ñîîòâåòñòâåííî, â åãî q-îé ñòðîêå: ñòðîêè è ñòîëáöû

ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâåäåíèÿ A · B è BT · AT

âçàèìíî òðàíñïîíèðîâàíû:

(A · B)T = BT · AT. (1.9)

Èòàê, ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö íåîá-

õîäèìî ñíà÷àëà òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöû-ñîìíîæèòåëè,

à çàòåì ïåðåìíîæèòü èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òðàíñïîíèðóåì ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå (1.6):
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yT = xTAT + bT,

çäåñü yT, xT, bT òåïåðü íå ìàòðèöû-ñòîëáöû, à ìàòðèöû-ñòðîêè.

Ýòî ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå è ñîîòíîøåíèå (1.6) çàäàþò îäíî è

òî æå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (1.8).

È âîîáùå, èñõîäíîå è òðàíñïîíèðîâàííîå ìàòðè÷íîå âû-

ðàæåíèå âñåãäà èçîáðàæàþò îäíî è òî æå ëèíåéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå.

1.10 Îñíîâíûå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè,

èòîãè

Åñëè áû âû èçó÷àëè ñèñòåìàòè÷åñêèé êóðñ ìàòðè÷íîãî èñ-

÷èñëåíèÿ, òî íàâåðíÿêà óçíàëè áû ìíîãî ðàçíûõ ñëîâ, âðîäå ¾àñ-

ñîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö¿, ¾äèñòðèáóòèâ-

íîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ¿ è ò. ï., à òàêæå

âñòðåòèëèñü áû ñ ôîðìóëàìè, ïîäðîáíî ðàñïèñûâàþùèìè ñâîé-

ñòâà îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè.

Íàïðèìåð, ñ òàêèìè:

1. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñ-

ëî îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêèå

îïåðàöèè âîçìîæíû):

1.1. A + B = B + A;

1.2. A + (B + C) = (A + B) + C;

1.3. A + O = O + A = A;

1.4. A− A = O;

1.5. α(A + B) = αA + αB;

1.6. (α + β)A = αA + βA;

1.7. α(βA) = (αβ)A.
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2. Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðè÷-

íûõ âûðàæåíèé îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ïðè óñëîâèè,

÷òî òàêèå îïåðàöèè âîçìîæíû):

2.1. A(BC) = (AB)C;

2.2. A(B + C) = AB + AC;

2.3. (A + B)C = AC + BC;

2.4. α(AB) = (αA)B = A(αB);

2.5. A · O = O · A = O;

2.6. A · E = E · A = A;

2.7. (A + B)T = AT + BT;

2.8. (αA)T = αAT = ATα;

2.9. (A · B)T = BT · AT;

2.10. (A · B · C)T = CT · BT · AT.

Çäåñü A, B è C � ëþáûå ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû, E è O � åäè-

íè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâåííî, α è β � ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ôîðìóëû ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ. Íî ïðè íà-

÷àëüíîì çíàêîìñòâå ñ ìàòðèöàìè íå ìîðî÷üòå ñåáå âñåì ýòèì ãî-

ëîâó. Ïîòîìó ÷òî ñ ìàòðèöàìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ òàê æå êàê ñ

ïðèâû÷íûìè äëÿ íàñ ÷èñëàìè, çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ ñóùå-

ñòâåííûõ ðàçëè÷èé, î êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîìíèòü:

• ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñóùåñòâóþò íå âñå-

ãäà,

• äåëåíèå ìàòðèö íå îïðåäåëåíî,

• ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòíûõ ìàòðèö ÷àùå âñåãî íå êîììóòà-

òèâíî,

• åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïðè óìíîæåíèè èãðàåò â ìàòðè÷íîì èñ-

÷èñëåíèè òàêóþ æå ðîëü, êàê ÷èñëî 1 ïðè àíàëîãè÷íûõ äåé-

ñòâèÿõ ñ ÷èñëàìè,
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• íóëåâàÿ ìàòðèöà èãðàåò â ìàòðè÷íîì èñ÷èñëåíèè òàêóþ æå

ðîëü, êàê ÷èñëî 0 ïðè àíàëîãè÷íûõ äåéñòâèÿõ ñ ÷èñëàìè,

• ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íóæíî íå òîëü-

êî òðàíñïîíèðîâàòü êàæäóþ ìàòðèöó, íî, êðîìå òîãî, íåîá-

õîäèìî îáðàòèòü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ìàòðèö�ñîìíîæèòåëåé.

Íàêîíåö, îáðàòèòå îñîáîå âíèìàíèå íà ïåðâóþ ôîðìóëó èç

âòîðîé ãðóïïû:

A(BC) = (AB)C. (1.10)

Îíà âûðàæàåò àññîöèàòèâíîñòü ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå

BC, à çàòåì ñëåâà óìíîæèòü íà A, èëè ñíà÷àëà âû÷èñëèòü AB, à

ïîòîì ñïðàâà óìíîæèòü íà C, � ðåçóëüòàò áóäåò îäèíàêîâ.

È âîîáùå, ìàòðèöû â ëþáîì èõ ïðîèçâåäåíèè ìîæíî

ãðóïïèðîâàòü êàê óãîäíî.

1.11 Îáðàùåíèå ìàòðèö

1.11.1 Îáðàùåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

×òîáû îáðàòèòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íóæíî, ÷òîáû ÷èñ-

ëî àðãóìåíòîâ áûëî ðàâíî ÷èñëó ôóíêöèé.

Âîò ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîãäà ýòî òðåáîâàíèå íàðóøàåòñÿ:

y = 2x1 + x2.

Çíàÿ àðãóìåíòû, ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ, íî

îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü àðãóìåíòû ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íåâîç-

ìîæíî.

Íà ÿçûêå ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàùåíèå äîïóñêàþò

ëèøü êâàäðàòíûå ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îáðàùåíèè ìàòðèö ïîäðîáíåå.
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Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

y1 = a11x1 + a12x2,

y2 = a21x2 + a22x2,

ïðåîáðàçóþùåå ïàðó ÷èñåë x1 è x2 â ïàðó ÷èñåë y1 è y2.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, âîçìîæíî ëè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå

íà a21:

a21y1 = a21a11x1 + a21a12x2.

Âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà a11:

a11y2 = a11a21x1 + a11a22x2.

Íàêîíåö, èñêëþ÷èì èç íèõ x1, âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç

ïåðâîãî. È ïîëó÷èì:

a21y1 − a11y2 = a21a12x2 − a11a22x2 = −(a11a22 − a12a21)x2.

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà a22, à âòîðîå óðàâ-

íåíèå íà a12 è èñêëþ÷àÿ x2 èç ôîðìóë, ïîëó÷èì:

a22y1 − a12y2 = (a11a22 − a12a21)x1.

Èòàê, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x1 = a22
a11a22−a12a21

y1 + −a12
a11a22−a12a21

y2,

x2 = −a21
a11a22−a12a21

y1 + a11
a11a22−a12a21

y2.

(1.11)
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Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âîçìîæíî ïðè

óñëîâèè, ÷òî íåêîòîðîå ÷èñëî, à èìåííî: a11a22 − a12a21 6= 0.

Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì èëè, èíà÷å, äåòåðìèíàí-

òîì ìàòðèöû, è, â îòëè÷èå îò ìàòðèöû, êîòîðàÿ èçîáðàæàåòñÿ ñ

êðóãëûìè ñêîáêàìè, îïðåäåëèòåëü îãðàíè÷åí äâîéíûìè ïðÿìû-

ìè ëèíèÿìè, íî ÷àùå âñåãî îäèíî÷íûìè ïðÿìûìè ëèíèÿìè:

∆ = Det

(
a11 a12

a21 a22

)
=

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Èòàê, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (y1, y2) −→ (x1, x2) ïðèíèìàåò

âèä:

x1 = a22
∆ y1 + −a12

∆ y2,

x2 = −a21
∆ y1 + a11

∆ y2, ∆ 6= 0.

(1.12)

Îòñþäà ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ìàòðèöó:

A−1 =
1

∆

(
a22 −a12

−a21 a11

)
. (1.13)

1.11.2 Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé

À òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé,

êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñêîíñòðó-

èðîâàííîãî èç êâàäðàòíîé ìàòðèöû 2× 2, î÷åíü ïðîñòîå: ïðîèç-

âåäåíèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè áåð¼òñÿ ñî çíàêîì ¾+¿, íà âòîðî-

ñòåïåííîé ñî çíàêîì ¾−¿, çàòåì âñ¼ ñóììèðóåòñÿ:

∆ = Det

(
a11 a12

a21 a22

)
=

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. (1.14)

Ê ïîíÿòèþ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèéòè,

ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ òðåìÿ àðãóìåíòàìè è
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+ –

Ðèñ. 1.2: Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

òðåìÿ ôóíêöèÿìè, ïîäîáíî òîìó, êàê òîëüêî ÷òî áûëî îáðàùåíî

ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè è äâóìÿ ôóíêöè-

ÿìè. Âû÷èñëåíèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèå, ïîýòîìó îíè îïóùåíû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âûðàæåíèå:

∆ = Det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

= a11a22a33 +a12a23a31 +a21a32a13−a13a22a31−a12a21a33−a11a32a23.

(1.15)

Ñòîëü ãðîìîçäêóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ 3-

ãî ïîðÿäêà ìîæíî âîññòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ñàððþñà,

ñîãëàñíî êîòîðîìó åñòü òðè ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì ïëþñ:

• ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãî-

íàëè, ò. å. äèàãîíàëè, íàïðàâëåííîé îò ëåâîãî âåðõíåãî óãëà

ê ïðàâîìó íèæíåìó óãëó,

• äâà ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïî õîäó òðå-

óãîëüíèêîâ, îäíà èç ñòîðîí êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà ãëàâíîé

äèàãîíàëè.

Åù¼ òðè ñëàãàåìûõ áåðóòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ; îíè ïîëó÷àþòñÿ

àíàëîãè÷íî, èñõîäÿ èç âòîðîñòåïåííîé äèàãîíàëè.

Îïðåäåëèòåëè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïðèâåäå-

íèåì ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì, êîòîðûå ìû çäåñü íå èçó÷àåì,

ê îïðåäåëèòåëÿì áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Â êîíå÷íîì èòîãå âñå

îïðåäåëèòåëè ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåëèòåëÿì âòîðîãî è òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà.
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+ –

Ðèñ. 1.3: Ïðàâèëî Ñàððþñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðå-

òüåãî ïîðÿäêà

1.11.3 Ñâîéñòâà îáðàòíûõ ìàòðèö

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñ-

ëè å¼ îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ (∆ 6= 0), è âûðîæäåí-

íîé, åñëè îí ðàâåí íóëþ (∆ = 0).

Âûøå áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: òîëüêî íåâûðîæ-

äåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû 2×2 äîïóñêàþò îáðàùåíèå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ñâîéñòâî îáðàòíûõ ìàòðèö äîñëîâíî îáîá-

ùàåòñÿ íà ñëó÷àé ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

Òåïåðü âîçíèêàåò âîïðîñ: êîììóòèðóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ

èñõîäíîé èëè íåò?

Äîïóñòèì, ÷òî íå êîììóòèðóåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé

íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóþò äâå îáðàòíûå

ìàòðèöû, A−1
Ë è A−1

Ïð , òàêèå, ÷òî

A−1Ë · A = E, A · A−1Ïð = E.

Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé íà A−1
Ïð: à çàòåì âîñïîëü-

çóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (1.10):

A−1Ë · (A · A
−1
Ïð) = E · A−1Ïð,

A−1Ë · E = A−1Ë = A−1Ïð.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ èñõîäíîé ïîñûëêîé î íåðàâåíñòâå

ëåâîé è ïðàâîé îáðàòíûõ ìàòðèö. Ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò ëîæ-

íîñòü èñõîäíîé ïîñûëêè.

Èç òîãî, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíûå ìàòðèöû ñîâïàäàþò, ò.

å. A−1Ë = A−1Ïð = A−1, ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà êîììóòè-

ðóåò, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåñòàíîâî÷íà, ñ èñõîäíîé:
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1.12 Äâå ïîëåçíûå òåîðåìû

A−1 · A = A · A−1 = E.

Áîëåå ïîäðîáíî îáðàùåíèå ìàòðèö, ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðå-

äåëèòåëåé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìû èçó÷àòü íå áóäåì. Ïîòîìó ÷òî

íàì ïðèä¼òñÿ îáðàùàòü îñîáûå ìàòðèöû: îðòîãîíàëüíûå, óíèòàð-

íûå. Èõ îáðàùåíèå ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ äîâîëüíî ïðîñòûõ

îïåðàöèé. À îïðåäåëèòåëè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íàì âñòðå÷àòüñÿ íå

áóäóò.

1.12 Äâå ïîëåçíûå òåîðåìû

1.12.1 Îá îïðåäåëèòåëå òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-
ðèöû

DetA = DetAT. (1.16)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû â ðåçóëüòàòå å¼ òðàíñïîíèðî-

âàíèÿ íå ìåíÿåòñÿ.

1.12.2 Òåîðåìà óìíîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé

Det(AB) = DetA · DetB. (1.17)

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèç-

âåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèö. Äàííîå óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàòñÿ íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ìàòðèö.

Ýòè òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ê ñîæàëåíèþ,

î÷åíü ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíû, ïîýòîìó òåîðåìû ïðè-

ä¼òñÿ ïðèíÿòü íà âåðó.

Âïðî÷åì, èñòèííîñòü ýòèõ òåîðåì â ñëó÷àå êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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Ãëàâà 1. Ïðîñòî è äîñòóïíî î ìàòðèöàõ

1.13 Ïîõâàëüíîå ñëîâî ëèíåéíîé àëãåá-

ðå

Â ëèíåéíîé àëãåáðå èçó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ âåùåé:

ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëè, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âñåâîç-

ìîæíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ò. ï. Ïîýòîìó îñíîâàòåëüíîãî

çíàêîìñòâà ñ ëèíåéíîé àëãåáðîé, â êîíå÷íîì èòîãå, íå èçáåæàòü.

È âîîáùå, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, íàðÿäó ñ ìàòåìàòè÷åñêèì

àíàëèçîì, ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì êóðñîì, êî-

òîðûì äîëæåí õîðîøî âëàäåòü ëþáîé ìàòåìàòèê, ôèçèê

è èíæåíåð.
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Ãëàâà 2

Êîðîòêî î
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ

×òîáû ÷èòàòü ýòó êíèãó, íóæíî çíàòü õîòÿ áû íåìíîãî òðèãî-

íîìåòðèþ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì ëèøü ñàìûå ãëàâíûå � òîëüêî òå,

÷òî ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ñëîâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé, òðèãîíîìåòðèÿ ïðîèçîøëî îò ãðå÷.

trigonos òðåóãîëüíèê è metreo � ìåðþ, è äîñëîâíî îçíà÷àåò èç-

ìåðåíèå òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó íà÷í¼ì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñàìîãî

ïðîñòîãî òðåóãîëüíèêà � ïðÿìîóãîëüíîãî.

2.1 Òðèãîíîìåòðèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà

2.1.1 Èçìåðåíèå óãëîâ

Íà ðèñóíêå 2.1 ïîêàçàí óãîë α è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äóãà

îêðóæíîñòè äëèíîé l.
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Ãëàâà 2. Êîðîòêî î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ íà ðèñóí-

êå öåëèêîì íå ïîêàçàíà, èìååò ðàäèóñ r, à å¼ öåíòð ñîâïàäàåò ñ

âåðøèíîé óãëà, ò. å. óãîë α ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì. Òîãäà, êàê èç-

âåñòíî, îòíîøåíèå l/r çàâèñèò ëèøü îò âåëè÷èíû óãëà è ïîýòîìó

ìîæåò ñëóæèòü åãî ìåðîé.

r

r

l

α

Ðèñ. 2.1: Óãîë α è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äóãà

Îòñþäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ óãëîâ, íà-

çûâàåìàÿ ðàäèàíîì: äóãà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëó â îäèí ðàäèàí,

â òî÷íîñòè ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè, l = r. È òîãäà äëÿ ëþáîãî

óãëà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

α(ðàä) =
l

r
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàäèàí � âåëè÷èíà áåçðàçìåðíàÿ, ïîýòîìó ñëî-

âî ¾ðàäèàí¿, êàê ïðàâèëî, îïóñêàþò.

Äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà 2πr. Òîãäà èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

ïîëíûé óãîë ðàâåí 2π ðàä., èëè ïðîñòî 2π. Îòñþäà ðàçâ¼ð-

íóòûé óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîâèíå îêðóæíîñòè, ðàâåí π,

à ïðÿìîé óãîë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëîâèíó ðàçâ¼ðíóòîãî

óãëà, ðàâåí π/2.

Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå òðàäèöèîííûå, èñòî-

ðè÷åñêè ñëîæèâøèåñÿ åäèíèöû èçìåðåíèÿ óãëîâ.

Íàïðèìåð, ãðàäóñíàÿ ìåðà èçìåðåíèÿ óãëîâ òàêîâà: ïîëíûé

óãîë äåëèòñÿ íà 360◦, ïîýòîìó ðàçâ¼ðíóòûé óãîë ñîñòàâëÿåò 180◦,

à ïðÿìîé óãîë � 90◦.

Ïîñêîëüêó ðàçâ¼ðíóòûé óãîë ðàâåí π ðàä èëè 180◦, òî 1 ðàä

ðàâåí 180◦

π = 180◦

3,1415927... = 57◦, 29578...
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2.1 Òðèãîíîìåòðèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

Íàêîíåö, â àñòðîíîìèè èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ÷àñîâàÿ ìåðà èç-

ìåðåíèÿ óãëîâ, êîãäà ïîëíûé óãîë ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 24h, ðàç-

â¼ðíóòûé óãîë 12h, à ïðÿìîé óãîë � 6h.

2.1.2 Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Òåîðåìà Ïèôàãîðà ñïðàâåäëèâà ëèøü äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ, ò. å. äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ îäèí óãîë ïðÿìîé,

à îñòàëüíûå äâà � îñòðûå:

ac

b
φ

Ðèñ. 2.2: Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

Êàòåòû a è b ëåæàò íàïðîòèâ îñòðûõ óãëîâ, ãèïîòåíóçà c ëå-

æèò íàïðîòèâ ïðÿìîãî óãëà.

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ïèôàãîðà.Ïëîùàäü êâàäðàòà, ïî-

ñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàä-

ðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ:

a2 + b2 = c2.

Ïðîñòåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôàãîðà ïîêàçàíî íà

Ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.3: Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ïèôàãîðà

Èç äâóõ ðàâíîâåëèêèõ êâàäðàòîâ ïëîùàäüþ (a+b)2 âûðåçàþò-

ñÿ ÷åòûðå îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà (îíè ñåðûå).
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Ãëàâà 2. Êîðîòêî î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ ïëîùàäè (îíè ïîìå÷åíû áåëûì) òîæå

ðàâíîâåëèêè. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.1.3 Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó
äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû Ïèôà-

ãîðà.

Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè: A(x1, y1) è B(x2, y2).

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB = d ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåíóçîé, à

êàòåòû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû (x2 − x1) è (y2 − y1).

y

x

A(x1,y1)

B(x2,y2)

d

C
x2 – x1

x2

x1

y1

y2

Ðèñ. 2.4: Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè

Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèôàãîðà êâàäðàò äëèíû ãèïîòå-

íóçû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

d2 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 ,

è, îêîí÷àòåëüíî:

d =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (2.1)
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2.1 Òðèãîíîìåòðèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

2.1.4 Îïðåäåëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå

êàòåòîâ äðóã ê äðóãó èëè ê ãèïîòåíóçå.

Ñèíóñîì ϕ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê

ãèïîòåíóçå (ñì. Ðèñ. 2.2):

sinϕ =
a

c
. (2.2)

Êîñèíóñîì ϕ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ãè-

ïîòåíóçå:

cosϕ =
b

c
. (2.3)

Òàíãåíñîì ϕ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà

ê ïðèëåæàùåìó:

tgϕ =
a

b
=

sinϕ

cosϕ
. (2.4)

Êîòàíãåíñîì ϕ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê

ïðîòèâîëåæàùåìó:

ctgϕ =
b

a
=

cosϕ

sinϕ
. (2.5)

Íàêîíåö, èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ ñåêàíñ è êîñåêàíñ:

secϕ =
1

cosϕ
, (2.6)

cosecϕ =
1

sinϕ
, (2.7)
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Ãëàâà 2. Êîðîòêî î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

2.1.5 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè 30◦, 45◦ è
60◦

Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ó

êîòîðîãî îñòðûå óãëû ðàâíû 45◦ (ò. å. π/4), à ãèïîòåíóçà ðàâíà 1.

Îáîçíà÷èì êàòåòû ÷åðåç x, òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà x2+x2 = 1

è x = 1√
2
.

Ðàçäåëèâ íà äëèíó ãèïîòåíóçû, ò. å. íà åäèíèöó, ïîëó÷èì:

sin 45◦ = cos 45◦ =
1√
2
.

Îòñþäà òàíãåíñ 45◦ ðàâåí êîòàíãåíñó 45◦ è ðàâåí åäèíèöå.

Òåïåðü âû÷èñëèì îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ

óãëîâ 30◦ (ò. å. π/6) è 60◦(ò. å. π/3).

60°

1/2 1/2

1 130°
√3/2

Ðèñ. 2.5: Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê

Ïóñòü äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ðàâíû-

ìè 1 (ñì. Ðèñ. 2.5). Ðàçäåëèì åãî âûñîòîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàê-

æå ìåäèàíîé è áèññåêòðèñîé, íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-

íèêà. Èõ ãèïîòåíóçû ðàâíû 1, îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 1/2, òîãäà

âûñîòà, ò. å. äðóãîé êàòåò, âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå Ïèôà-

ãîðà:
√

1−
(

1
2

)2
=
√

3
2 .

Îòñþäà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé:
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2.1 Òðèãîíîìåòðèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

sin 30◦ = cos 60◦ =
1

2
,

cos 30◦ = sin 60◦ =

√
3

2
,

tg 30◦ = ctg 60◦ =
1√
3
,

ctg 30◦ = tg 60◦ =
√

3.

Êàê ìû çäåñü óáåäèëèñü, çàíîâî âû÷èñëÿòü òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ôóíêöèè 30◦, 45◦ è 60◦ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì íàâñåãäà

çàïîìíèòü èõ çíà÷åíèÿ.

2.1.6 Åù¼ îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû
Ïèôàãîðà

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå:

sin2 ϕ + cos2 ϕ =
(a
c

)2

+

(
b

c

)2

=
a2 + b2

c2
= 1.

Èòàê, èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì î÷åíü âàæíîå ðàâåí-

ñòâî:

sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1.

È ýòî ðàâåíñòâî, è ïðèâåä¼ííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé èìåþò ñìûñë ïîêà ëèøü äëÿ îñòðûõ óãëîâ,

ïîòîìó ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå óãëû, çà èñêëþ÷å-

íèåì ïðÿìîãî óãëà, îñòðûå. Îêàçûâàåòñÿ, âîçìîæíû îáîáùå-

íèÿ íà ñëó÷àé ëþáûõ óãëîâ.
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y

x0

y = 
sin φ

x = cos φ
φ

r = 1

1

Ðèñ. 2.6: Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, êàê êîîðäèíàòû

2.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé

2.2.1 Îáîáùåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà ñëó÷àé ëþáûõ óãëîâ

Èç ðèñóíêà 2.6, ãäå èçîáðàæ¼í ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ

ãèïîòåíóçîé, ðàâíîé åäèíèöå, ïîíÿòíî, ÷òî êîñèíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêöèåé ãèïîòåíóçû íà îñü àáñöèññ (Ox), à ñèíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-

öèåé ãèïîòåíóçû íà îñü îðäèíàò (Oy), ïðè÷¼ì ãèïîòåíóçà ÿâëÿ-

åòñÿ òàêæå ðàäèóñîì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, r = 1.

Âñ¼ ýòî ïðàâèëüíî, íî ïîêà òîëüêî äëÿ îñòðûõ óãëîâ, êîãäà ãè-

ïîòåíóçà, ò. å. ðàäèóñ, ðàñïîëîæåíû â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Îáîáùå-

íèå ñèòóàöèè íà ñëó÷àé ëþáûõ óãëîâ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò

èç ðèñóíêà 2.7.

À èìåííî, äëÿ ëþáûõ óãëîâ êîñèíóñ � ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà íà îñü àáñöèññ (Ox), ñèíóñ � ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî ðàäè-

óñà íà îñü îðäèíàò (Oy), ïðè÷¼ì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîåêöèÿ

ïîïàäàåò â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü êîîðäèíàòíûõ îñåé, ôóíêöè-

ÿì ïðèïèñûâàåòñÿ çíàê ìèíóñ.

Èíûìè ñëîâàìè êîñèíóñ � àáñöèññà (x), à ñèíóñ � îðäèíàòà

(y) òîé òî÷êè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êîòîðàÿ íàèáîëåå óäàëåíà îò

íà÷àëà êîîðäèíàò, ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y2 = 1. Îòñþäà ïîíÿòíî,
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2.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

x

y

y = sin φ > 0

x = cos φ < 0 O
φr = 1

Ðèñ. 2.7: Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ëþáûõ óãëîâ

÷òî ðàâåíñòâî

sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ óãëîâ.

Âñå ïðî÷èå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ñèíóñ è êîñèíóñ ñîãëàñíî ðàíåå ââåä¼ííûì ôîðìóëàì: (2.4), (2.5),

(2.6), (2.7).

2.2.2 Ãðàôèêè è íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà îñ-
íîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

y

x

y = sin x
1

-1-π 2π-2π π

y

x

y = cos x1

-1

-π
2π-2π

π

y

0 π
π
2

3π
2

π
2

3π
2

-π

y = tg x y

0 ππ
2

3π
2

π
2

3π
2

-π

y = ctg x

-2π 2πx x

Ðèñ. 2.8: Ãðàôèêè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà
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ÔóíêöèÿÎáëàñòü îïðåäå-

ëåíèÿ

Îáëàñòü

çíà÷å-

íèé

Ïåðèîä,

T

×¼òíîñòü

y =

sinx

(−∞,+∞) [−1,+1] T =

2π

Íå÷¼òíàÿ

y =

cosx

(−∞,+∞) [−1,+1] T =

2π

×¼òíàÿ

y =

tg x

(−∞,+∞), çà èñ-

êëþ÷åíèåì òî÷åê

nπ + π/2, çäåñü n

ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

(−∞,+∞)T = π Íå÷¼òíàÿ

y =

ctg x

(−∞,+∞), çà èñ-

êëþ÷åíèåì òî÷åê

nπ, çäåñü n ëþáîå

öåëîå ÷èñëî.

(−∞,+∞)T = π Íå÷¼òíàÿ

Àðãóìåíòîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

óãëà, èçìåðÿåìàÿ, ÷àùå âñåãî, â ðàäèàííîé èëè ãðàäóñíîé ìåðå.

Ïîëíàÿ îêðóæíîñòü ñîñòàâëÿåò 360◦ = 2π, ïîëîâèíà îêðóæíî-

ñòè � 180◦ = π, ÷åòâåðòü � 90◦ = π/2, ò. å. çàâèñèìîñòü ïðÿìî

ïðîïîðöèîíàëüíàÿ.

Îïðåäåëåíèå:

Ïåðèîäîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî T ,

÷òî f (x±T ) = f (x), äëÿ ëþáûõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèè.

Îïðåäåëåíèå:

Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé, åñëè f (−x) = f (x), è íå÷¼ò-

íîé, åñëè f (−x) = −f (x) äëÿ ëþáûõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè.

Ãðàôèê ÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî

îñè îðäèíàò, à ãðàôèê íå÷¼òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
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2.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Áîëüøèíñòâî ôóíêöèé íå ÿâëÿþòñÿ íè ÷¼òíûìè, íè íå÷¼òíû-

ìè, îíè ÿâëÿþòñÿ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ:

f (x) = [f (x) + f (−x)]/2 + [f (x)− f (−x)]/2.

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå � ÷¼òíàÿ ÷àñòü, âòîðîå ñëàãàåìîå �

íå÷¼òíàÿ ÷àñòü.

Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èìåþò âïîëíå îïðå-

äåë¼ííóþ ÷¼òíîñòü. ×¼òíîñòü êîñèíóñà è íå÷¼òíîñòü ñèíóñà ëåãêî

óñìàòðèâàåòñÿ èç èõ îïðåäåëåíèé. Íå÷¼òíîñòü òàíãåíñà è êîòàí-

ãåíñà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå îòíîøåíèå, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ

ôóíêöèé, ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé, åñòü ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ.

2.2.3 Ìíåìîíè÷åñêèå ïðàâèëà äëÿ ôîðìóë ïðè-
âåäåíèÿ

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü çíà÷åíèÿ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ëþáûõ óãëîâ ÷åðåç çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé óãëîâ ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè cos(π + α):

cos(π+α) = cosπ·cosα−sin π·sinα = (−1)·cosα−0·sinα = − cosα.

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó (3.11) äëÿ êîñèíóñà ñóììû äâóõ

óãëîâ, âûâåäåííóþ â ãëàâå 3; ðàâåíñòâà cosπ = −1, à sin π = 0,

ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé êîñèíóñà è ñèíóñà.

×òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûìè ðàñ-

÷¼òàìè, ïðèìåíÿþò ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ïðè÷¼ì ëó÷øå ïðèìå-

íÿòü íå ñàìè ôîðìóëû, à ìíåìîíè÷åñêèå ïðàâèëà, êîòîðûå äàþò

òðåáóåìûé ðåçóëüòàò:

1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðèîäè÷åñêèå, ïîýòîìó äî-

áàâëÿÿ èëè âû÷èòàÿ 2πn, çäåñü n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, ïðè-

âîäèì àðãóìåíò ôóíêöèè â ïðåäåëû îò 0 äî 2π.
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2. Åñëè âû÷èñëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè óãëîâ π/2±
α èëè 3π/2 ± α, òî ñèíóñ ìåíÿåòñÿ íà êîñèíóñ, êîñèíóñ íà

ñèíóñ, òàíãåíñ íà êîòàíãåíñ, êîòàíãåíñ íà òàíãåíñ. Â ñëó÷àå

óãëîâ π ± α èëè 2π − α ôóíêöèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ò.

å. ñèíóñ îñòà¼òñÿ ñèíóñîì è ò. ï.

3. Çíàê ðåçóëüòàòà òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé ôóíêöèè â òîé

÷åòâåðòè, â êàêóþ ïîïàäàåò èñõîäíûé óãîë.

Íàïðèìåð: cos(π + α) = − cosα. Êîñèíóñ îñòà¼òñÿ êîñèíóñîì,

ïîòîìó ÷òî π, à íå π/2 èëè 3π/2. Èñõîäíûé óãîë (π + α) â òðå-

òüåé ÷åòâåðòè, ãäå êîñèíóñ � èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ � îòðèöàòåëüíà,

ïîýòîìó çíàê ìèíóñ.

2.3 ×òî îáÿçàòåëüíî íóæíî ïîìíèòü î

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Ïðåæäå âñåãî � îáîáù¼ííîå îïðåäåëåíèå ñèíóñà è êîñèíóñà,

à òàêæå îïðåäåëåíèå òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, êîñèíóñ â ÷åòâ¼ðòîé

÷åòâåðòè ïîëîæèòåëåí, à ñèíóñ îòðèöàòåëåí, èëè ñèíóñ 180◦ ðàâåí

íóëþ, à êîñèíóñ ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå, è ò. ï.

Ïîëåçíî òàêæå óìåòü ðèñîâàòü ãðàôèêè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàí-

ãåíñà è êîòàíãåíñà ñ îáÿçàòåëüíûì óêàçàíèåì çíà÷åíèé íà îñÿõ

àáñöèññ è îðäèíàò, òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ïðèâåä¼ííûõ âûøå

ðèñóíêàõ.

Î÷åíü âàæíàÿ ôîðìóëà:

sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1. (2.8)

È åù¼ ôîðìóëû (3.11), (3.12), âûâåäåííûå â ñëåäóþùåé ãëàâå:

54



2.3 ×òî îáÿçàòåëüíî íóæíî ïîìíèòü î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèÿõ

cos(ϕ + ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ,

sin(ϕ + ψ) = sinϕ cosψ + cosϕ sinψ.

Ýòè äâå ôîðìóëû ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü èç ðàâåíñòâà (3.10):

cos(ϕ + ψ) + i sin(ϕ + ψ) = (cosϕ + i sinϕ)(cosψ + i sinψ).

Êðîìå òîãî, ïîëåçíî ïîìíèòü î ÷¼òíîñòè-íå÷¼òíîñòè òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è çíàòü èõ ïåðèîäû.

Íàêîíåö, ïîëåçíû òàêæå ìíåìîíè÷åñêèå ïðàâèëà äëÿ ôîðìóë

ïðèâåäåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûðàçèòü çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé ëþáûõ óãëîâ ÷åðåç çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé óãëîâ ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Âîò, ïîæàëóé, è âñ¼!

Ïîñìîòðèòå, ñêîëüêî âñÿêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë â

ñïðàâî÷íèêå! Íî ïî÷òè âñå îñíîâíûå ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ

çà îäíî-äâà äåéñòâèÿ èç òåõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ìû ðàññìîò-

ðåëè. Ïîýòîìó ïðîùå âñåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû íå çà-

ó÷èâàòü, à âûâîäèòü èõ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

Êîíå÷íî, íå ìåøàëî áû çíàòü òðèãîíîìåòðèþ ïîëó÷øå, íî

çäåñü ïðèâåä¼í íåîáõîäèìûé ìèíèìóì. Åñëè ïðè äàëüíåéøåì ÷òå-

íèè ÷òî-ëèáî ïîíàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíî, òî áóäóò äàíû íåîáõî-

äèìûå ðàçúÿñíåíèÿ.
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Ãëàâà 3

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è
ïîâîðîòû íà ïëîñêîñòè

3.1 Òðàäèöèîííîå ââåäåíèå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë

Âñïîìíèì, êàê ðåøàåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå âûäåëåíèåì

ïîëíîãî êâàäðàòà:

z2 + pz + q = 0,

(
z +

p

2

)2

=
p2

4
− q,

z +
p

2
= ±

√
p2

4
− q.

Âûðàæåíèå D = p2

4 − q íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì êâàäðàò-

íîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà

z = −p
2
±
√
D.

Åñëè äèñêðèìèíàíò D > 0, òî åñòü äâà ðåøåíèÿ.

Åñëè D = 0, òî åñòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
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3.1 Òðàäèöèîííîå ââåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

À êîãäà D < 0, íåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

Òàê áûëî äî òåõ ïîð, ïîêà íå íà÷èíàëîñü èçó÷åíèå êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë.

È òîãäà íàñ íà÷èíàëè óãîâàðèâàòü, äåñêàòü, ñóùåñòâóåò îñîáîå

÷èñëî, òàêîå, ÷òî i2 = −1. Ïîýòîìó âäðóã îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè

D < 0, òîæå åñòü äâà ðåøåíèÿ:

z = −p
2
± i
√
|D |.

Ïðèõîäèòñÿ ñìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóþò êàêèå-òî îñîáûå

÷èñëà ñ êâàäðàòíûì êîðíåì èç ìèíóñ åäèíèöû.

Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè, èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ôîðìà çàïèñè òàêîâà:

z = x + yi. (3.1)

çäåñü x è y íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Â ïðîøëîì ìàòåìàòèêè âûíóæäåíû áûëè îïåðèðîâàòü êîì-

ïëåêñíûìè ÷èñëàìè, íî îòíîñèëèñü ê íèì î÷åíü íàñòîðîæåííî.

Â 1702 ãîäó Ëåéáíèö ïèñàë: "Ìíèìûå ÷èñëà � ýòî ïðåêðàñ-

íîå è ÷óäåñíîå óáåæèùå áîæåñòâåííîãî äóõà, ïî÷òè ÷òî àìôèáèÿ

áûòèÿ ñ íåáûòèåì".

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìèíóñ åäèíèöû

ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå íå÷òî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíîå, îñîáûõ

ïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íå âîçíèêà-

åò, ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ îïåðàöèÿ ñ íèìè îêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè

òàêîé, êàê åñëè áû îíè áûëè îáû÷íûìè äâó÷ëåíàìè, ãäå ìíèìàÿ

åäèíèöà, i, èãðàåò ðîëü àðãóìåíòà.

Åäèíñòâåííîå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îò

äâó÷ëåíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êâàäðàò ìíèìîé åäèíèöû âåçäå,

ãäå òîëüêî îí ïîÿâëÿåòñÿ, çàìåíÿåòñÿ íà îáû÷íóþ ìèíóñ åäèíè-

öó: i2 = −1.
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Äàëåå ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñ-

íîãî ÷èñëà, îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíàê ïðè i ìåíÿåòñÿ íà

ïðîòèâîïîëîæíûé.

Íàïðèìåð: ÷èñëà z = x+ iy è z∗ = x− iy âçàèìíî êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû. Ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ÷èñåë ðàâíî äåéñòâèòåëüíîìó

íåîòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó: z · z∗ = x2 − (iy)2 = x2 + y2≥0.

Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy íàçûâàåòñÿ:

r =
√
z · z∗ =

√
x2 + y2. (3.2)

Ìîäóëü ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïëåêñíîå

÷èñëî ðàâíî íóëþ, ò. å. ïðè x = y = 0.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîì-

ïëåêñíûõ, êîãäà y = 0.

Ìíèìûå ÷èñëà òîæå ÷àñòíûé ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ, êîãäà x =

0.

Ïðè äåëåíèè îäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a+ ib íà äðóãîå c+ id

ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ïðè¼ì. Åãî ñóòü â òîì, ÷òî äåëèìîå è

äåëèòåëü óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå äåëèòå-

ëþ, ò. å. c− id, ÷òîáû äåëåíèå, â êîíå÷íîì èòîãå, âûïîëíÿëîñü íå

íà êîìïëåêñíîå, à íà îáû÷íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîñëå ÷åãî

ñîâåðøàþòñÿ âñå äåéñòâèÿ ñîãëàñíî ñèòóàöèè:

a + ib

c + id
=

(c− id)(a + ib)

(c− id)(c + id)
=
ac + bci− adi− bdi2

c2 + d2
=
ac + bd + (bc− ad)i

c2 + d2
.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

a + ib

c + id
=
ac + bd

c2 + d2
+

(
bc− ad
c2 + d2

)
i.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÷ðåçâû÷àéíî ìîù-

íàÿ, îíà áîãàòà âîçìîæíîñòÿìè, ïîýòîìó èçó÷åíèå òåîðèè êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî äîñòàâëÿåò íåìàëîå óäîâîëüñòâèå.
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Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âîâñå íå êóðü¼ç, îíè çàíèìàþò

ñâî¼ äîñòîéíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå, ôèçè-

êå è èíæåíåðèè.

È, íàêîíåö, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ÿâ-

ëÿþòñÿ îñîáûìè ìàòðèöàìè.

Íî îá ýòîì íèæå.

3.2 Î âîçìîæíîñòè îñîáûõ ðåøåíèé êâàä-

ðàòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

Ðåøèì êâàäðàòíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

z2 + Pz + Q = O, (3.3)

çäåñü z � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, P = pE, Q =

qE � ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë p è q íà åäèíè÷íóþ

êâàäðàòíóþ ìàòðèöó:

E =

(
1 0

0 1

)
,

Íàêîíåö, O � íóëåâàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò E òåì,

÷òî ó íå¼ âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íóëè.

Íåòðóäíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö èãðàåò ðîëü åäèíèöû:

• å¼ ìîæíî óìíîæàòü ñïðàâà è ñëåâà íà ÷èñëî èëè íà êâàä-

ðàòíóþ ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà,

• ëþáàÿ ñòåïåíü åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðè-

öå, â ÷àñòíîñòè, E2 = E,

• åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à òàêæå ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íîé ìàò-

ðèöû íà ÷èñëî êîììóòèðóåò ñ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ïîýòîìó âûäåëÿåì, êàê îáû÷íî, ïîëíûé êâàäðàò:(
z +

P

2

)2

=
P2

4
− Q =

p2

4
E2 − qE =

p2

4
E− qE,

z = −p
2
E±

√(
p2

4
− q
)
E = −p

2
E±
√
DE. (3.4)

Ïîñêîëüêó E = E2, òî êâàäðàòíûé êîðåíü èç åäèíè÷íîé ìàò-

ðèöû ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå. È òîãäà ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ â

òî÷íîñòè òàêèå, êàê äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíû îñîáûå ðåøåíèÿ, âîçíè-

êàþùèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî êâàäðàòíûå êîðíè èç ìàòðèö ìîæ-

íî èçâëåêàòü ïî-ðàçíîìó. È òîãäà ïîëó÷èì äâîéíûå, äóàëüíûå è

êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

3.2.1 Äâîéíûå ÷èñëà

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò íååäèíè÷íûå ìàòðèöû, êâàäðàò êî-

òîðûõ ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå, íàïðèìåð:

I =

(
0 1

1 0

)
.

Íåïîñðåäñòâåííûì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò óáåæäàåìñÿ, ÷òî

I2 = E, ñëåäîâàòåëüíî
√
I = E.

Òîãäà åñëè äèñêðèìèíàíò D = p2

4 − q ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

(3.3) ïîëîæèòåëåí D > 0, òî ðåøåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

z = −p
2
E±
√
D ·
√
E = −p

2
E±
√
D · I.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê äâîéíûì ÷èñëàì:

d = xE + yI = x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
x y

y x

)
.
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Çäåñü x è y íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Âñïîìíèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïðè óìíîæåíèè èãðàåò ðîëü

åäèíèöû, ïîýòîìó âûïîëíÿÿ àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, å¼

ìîæíî âîîáùå îïóñêàòü, òî÷íî òàê æå, êàê ìû îïóñêàåì îáû÷íóþ

åäèíèöó ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ çàïèñü ò. í. äâîéíûõ

÷èñåë:

d = x + yI.

Îíè äâîéíûå ïîòîìó, ÷òî çäåñü åñòü äâå åäèíèöû: îáû÷íàÿ

åäèíèöà, 1, è îñîáàÿ åäèíèöà, òàêàÿ, ÷òî I2 = 1.

Êîíå÷íî æå, âûðàæåíèÿ âèäà d = x + yI ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöà-

ìè, íî èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëàìè â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ìîæíî

óìíîæàòü íà ÷èñëî, ñêëàäûâàòü äðóã ñ äðóãîì, âû÷èòàòü îäíî èç

äðóãîãî, è äàæå ïåðåìíîæàòü. Óìíîæåíèå äâîéíûõ ÷èñåë âûïîë-

íÿåòñÿ òàê, êàê åñëè áû îíè áûëè îáû÷íûìè äâó÷ëåíàìè, àðãó-

ìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îñîáàÿ åäèíèöà, ïðè÷¼ì êâàäðàò îñîáîé

åäèíèöû âñåãäà çàìåíÿòñÿ íà îáû÷íóþ åäèíèöó: I2 = 1.

Âî ìíîãîì äâîéíûå ÷èñëà àíàëîãè÷íû êîìïëåêñíûì ÷èñëàì.

Òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàäà¼òñÿ ñî-

ïðÿæåíèå äâîéíûõ ÷èñåë, à èìåííî, d = x + yI è d∗ = x − yI

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûìè. Òîãäà ìîäóëü äâîéíîãî ÷èñëà

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

r =
√
dd∗ =

√
x2 − y2.

Íàêîíåö, ïðè äåëåíèè äâîéíûõ ÷èñåë ïðèìåíÿåòñÿ òàêîé æå

ïðè¼ì, êàê ïðè äåëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: äåëèìîå è äåëèòåëü

óìíîæàþòñÿ íà äâîéíîå ÷èñëî, ñîïðÿæ¼ííîå ñ äåëèòåëåì, à çàòåì

âûïîëíÿþòñÿ âñå äåéñòâèÿ ñîãëàñíî ñèòóàöèè.

Íî â îòëè÷èå îò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ëèøü

îäíî ÷èñëî ñ íóëåâûì ìîäóëåì, ìîäóëü äâîéíûõ ÷èñåë ðàâåí íó-

ëþ ïðè óñëîâèè, ÷òî x = y, ñëåäîâàòåëüíî, äåëåíèå íà äâîéíûå
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÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äâîéíûõ ÷èñåë çíà÷èòåëüíî óæå, ÷åì îá-

ëàñòü ïðèìåíèìîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

3.2.2 Äóàëüíûå ÷èñëà

Ñíîâà âåðí¼ìñÿ ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (3.3), íî òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äèñêðèìèíàíò D = p2

4 − q = 0.

Èç óðàâíåíèÿ (3.4) ïîëó÷àåì:

z = −p
2
E±
√
O.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ìàòðèöû, êâàäðàò êîòî-

ðûõ ðàâåí íóëåâîé ìàòðèöå, íàïðèìåð, òàêèå:

ε =

(
0 1

0 0

)
, yε =

(
0 y

0 0

)
.

Ò. å. (yε)2 = O è, ñëåäîâàòåëüíî,
√
O = yε.

Â êîíå÷íîì èòîãå ïðèõîäèì ê äóàëüíûì ÷èñëàì òàêîãî âèäà:

δ = xE + yε = x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 1

0 0

)
=

(
x y

0 x

)
.

Çäåñü x è y íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ïðè àëãåáðàè÷åñêîé çàïèñè äóàëüíûõ ÷èñåë E îïóñêàþò:

δ = x + yε.

Êðîìå òîãî, âåçäå, ãäå âñòðåòèòñÿ ε2, ïîëàãàþò ε2 = 0.

Ìîäóëü äóàëüíîãî ÷èñëà ðàâåí:

√
δ · δ∗ =

√
(x + yε)(x− yε) =

√
x2 − y2ε2 =

√
x2 − y2 · 0 =| x | .

Îí ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ââîäèëèñü ìîäóëè äâîéíûõ

è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñ äóàëüíûìè ÷èñëàìè â òî÷íîñòè

ïîäîáíû äåéñòâèÿì ñ êîìïëåêñíûìè èëè ñ äâîéíûìè ÷èñëàìè.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: âåçäå, ãäå âñòðåòèòñÿ ε2, ïîëàãàåì ε2 = 0.

Äåëåíèå íà äóàëüíûå ÷èñëà âèäà yε, ò. å. íà òå, ó êîòîðûõ

x = 0, íåâîçìîæíî, ÷òî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äó-

àëüíûõ ÷èñåë ïî ñðàâíåíèþ ñ êîìïëåêñíûìè.

Òåì íå ìåíåå, äâîéíûå è äóàëüíûå ÷èñëà âñ¼ æå íàøëè ñâî¼

ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòèêå (ñì. È. Ì. ßãëîì. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

è èõ ïðèìåíåíèå â ãåîìåòðèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963.).

3.2.3 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà � ýòî îñîáûå ìàòðè-
öû

Åñëè äèñêðèìèíàíò ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (3.3) îòðèöàòåëåí

D = p2

4 − q < 0, òî ðåøåíèå (ðàâåíñòâî 3.4) ïðèíèìàåò âèä:

z = −p
2
E±

√
| D | ·

√
−E.

Èç ÷èñëà, ðàâíîãî ìèíóñ åäèíèöå, êâàäðàòíûé êîðåíü íå èç-

âëåêàåòñÿ, à èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû, óìíîæåííîé íà ìèíóñ åäè-

íèöó, èçâëå÷åíèå êîðíÿ âïîëíå âîçìîæíî. Íàïðèìåð, i2 = −E,
ãäå

i =

(
0 −1

1 0

)
.

Ïîýòîìó ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (3.3)

ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû âèäà

z = xE + yi = x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 −1

1 0

)
=

(
x −y
y x

)
. (3.5)

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïðè óìíîæåíèè èãðàåò ðîëü åäèíèöû, ïî-

ýòîìó âûïîëíÿÿ àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî å¼ âîîá-
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ùå îïóñêàòü: z = x + yi. Èç ðàâåíñòâà i2 = −E ñëåäóåò, ÷òî òàì,

ãäå âñòðåòèòñÿ i2 , ìîæíî ïèñàòü ïðîñòî ìèíóñ åäèíèöó.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îáùåïðèíÿòîé çàïèñè âû÷èñëåíèé ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè � âñ¼ òî÷íî òàê, êàê åñëè áû ìû ââîäèëè

êîìïëåêñíûå ÷èñëà òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì.

×òî êàñàåòñÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî îíè ïðèìåíÿþòñÿ íà-

ñòîëüêî øèðîêî, ÷òî, íàâåðíîå, áóäåò ïðîùå ñêàçàòü, ãäå îíè íå

ïðèìåíÿþòñÿ.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà.

3.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + yi.

Ïðèìåì, ÷òî x � àáñöèññà, à y � îðäèíàòà. Òîãäà êàæäîìó

êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ïëîñ-

êîñòè, è íàîáîðîò, êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Òåïåðü ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû:

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Èç ýòèõ ôîðìóë, à òàêæå èç ðàâåíñòâà (2.8) ñëåäóåò, ÷òî r =√
x2 + y2. Ýòà ôîðìóëà äëÿ r ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ìî-

äóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (3.2).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ x è y â àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó çà-

ïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + yi, ïðèõîäèì ê òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîé ôîðìå çàïèñè:

z = r(cosϕ + i sinϕ).

64



3.4 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èçîáðàæàåìîå êîìïëåêñíûì

÷èñëîì

Óãîë ϕ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à r, êàê

íàì óæå èçâåñòíî, ìîäóëü.

Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ x è y â (3.5), ïîëó÷èì ìàò-

ðè÷íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = r(sinϕ + i cosϕ):

z = r

(
cosϕ −sinϕ

sinϕ cosϕ

)
. (3.6)

Êàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼ò ýòà ìàòðèöà? Îá ýòîì

äàëåå...

3.4 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èçîáðàæà-

åìîå êîìïëåêñíûì ÷èñëîì

3.4.1 Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ

Ìàòðèöó (3.6), ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïëåêñíîìó ÷èñëó â òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå z = r(cosϕ+ i sinϕ), ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö, çàâèñÿùèõ ëèøü îò ìîäóëÿ r

èëè îò àðãóìåíòà ϕ:

z = Γ(r) · R(ϕ) = R(ϕ) · Γ(r).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

• ìàòðèöå

Γ(r) =

(
r 0

0 r

)
(3.7)

ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îïèñûâàþùåå ãî-

ìîòåòèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòîì

ïîäîáèÿ r > 0,
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• ìàòðèöå

R(ϕ) =

(
cosϕ −sinϕ

sinϕ cosϕ

)
(3.8)

ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îïèñûâàþùåå ïî-

âîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë ϕ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè.

Γ(r) è R(ϕ) êîììóòèðóþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãîìîòåòèþ è ïî-

âîðîò ìîæíî âûïîëíÿòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, à ðåçóëüòàò, ò.

í. ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ, áóäåò îäèíàêîâûì.

Èòàê, ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàäà¼ò íåêîòîðóþ ïî-

âîðîòíóþ ãîìîòåòèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, õà-

ðàêòåðèçóåìóþ óãëîì ïîâîðîòà ϕ è êîýôôèöèåíòîì ïî-

äîáèÿ r.

À òåïåðü îáî âñ¼ì ýòîì ïîäðîáíåå.

3.4.2 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàþùåå ãî-
ìîòåòèþ

Ãîìîòåòèåé c öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è êîýôôè-

öèåíòîì r íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâî-

äÿùåå ëþáóþ òî÷êó ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííóþ íà ðàñ-

ñòîÿíèè d îò íà÷àëà êîîðäèíàò, â òî÷êó ïëîñêîñòè, ðàñ-

ïîëîæåííóþ íà òîì æå ðàäèóñå è óäàë¼ííóþ îò íà÷àëà

êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèå rd.

Ïðè ýòîì óãëû ñ âåðøèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè â íà÷àëå êîîð-

äèíàò, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ãîìîòåòèÿ

ïðåîáðàçóåò ëþáîé òðåóãîëüíèê â åìó ïîäîáíûé è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ.

Ìàòðèöå (3.7) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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3.4 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èçîáðàæàåìîå êîìïëåêñíûì

÷èñëîì

x′ = r · x,
y′ = r · y,

ïåðåâîäÿùåå òî÷êó

(
x

y

)
â òî÷êó

(
rx

ry

)
, ðàñïîëîæåííóþ íà òîì

æå ðàäèóñå.

Ðàññòîÿíèå èñõîäíîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò
√
x2 + y2 , à

ïîñëå âûïîëíåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññòîÿíèå ñòàíî-

âèòñÿ ðàâíûì r
√
x2 + y2, ò. å. èçìåíÿåòñÿ â r ðàç.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîðîæäàåìîå

ìàòðèöåé Γ(r), ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ r.

3.4.3 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàþùåå ïî-
âîðîò íà ïëîñêîñòè

Ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðè-

öåé (3.8), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z = cosϕ+

i sinϕ:

x′ = x cosϕ− y sinϕ,

y′ = x sinϕ + y cosϕ.
(3.9)

Îíî ïåðåâîäèò äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè x1, y1 è x2, y2 â

íåêîòîðûå äðóãèå äâå òî÷êè x′1, y
′
1 è x

′
2, y

′
2 ñîîòâåòñòâåííî.

Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ:

d′ =

√
(x′2 − x′1)2 + (y′2 − y′1)2.

Ñêîáêè â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè ðàâíû:

[(x2 cosϕ− y2 sinϕ)− (x1 cosϕ− y1 sinϕ)]2+

[(x2 sinϕ + y2 cosϕ)− (x1 sinϕ + y1 cosϕ)]2 =
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[(x2 − x1) cosϕ− (y2 − y1) sinϕ]2 + [(x2 − x1) sinϕ + (y2 − y1) cosϕ]2.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî óäâîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ çäåñü âçàèìíî óíè-

÷òîæàþòñÿ, ïðèâîäèì ïîäîáíûå è ïðîäîëæàåì ðàâåíñòâî:

(x2−x1)2(cosϕ2+sinϕ2)+(y2−y1)2(cosϕ2+sinϕ2) = (x2−x1)2+(y2−y1)2.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî èññëåäóåìîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå òàêîâî,

÷òî âñå ðàññòîÿíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ:

d′ =

√
(x′2 − x′1)2 + (y′2 − y′1)2 =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 = d.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ðàâíû èõ ñòîðîíû.

Ïîýòîìó ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçóåò ëþáîé òðåóãîëü-

íèê â íåêîòîðûé äðóãîé òðåóãîëüíèê, ðàâíûé èñõîäíîìó. Ñëåäî-

âàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ íå

òîëüêî ðàññòîÿíèÿ, íî è óãëû.

Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäè-

íàò îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì, èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êà

(
0

0

)
ïåðåõîäèò â

òî÷êó

(
0

0

)
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì ïëîñ-

êîñòè âîêðóã öåíòðà, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ è óã-

ëû è, êðîìå òîãî, îñòàâëÿåò íèçìåííîé íåêîòîðóþ òî÷êó,

íàçûâàåìóþ öåíòðîì ïîâîðîòà.

Äàëåå, òî÷êà A ñ êîîðäèíàòàìè

(
1

0

)
ïðåîáðàçóåòñÿ â òî÷êó B

ñ êîîðäèíàòàìè

(
cosϕ

sinϕ

)
, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (3.9), ïîðîæäà-

åìîå ìàòðèöåé (3.8), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîìïëåêñíûì ÷èñëîì
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3.5 Åù¼ íåìíîãî òðèãîíîìåòðèè

y

x0

B

A

sin φ

cos φ
φ

r = 1

Ðèñ. 3.1: Ïîâîðîò íà óãîë ϕ

z = cosϕ + i sinϕ, îïèñûâàåò ïîâîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà

êîîðäèíàò íà óãîë ϕ, êîòîðûé ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íà-

ïðàâëåíèè, ò. å. ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

3.5 Åù¼ íåìíîãî òðèãîíîìåòðèè

Òåïåðü ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñóììû äâóõ

óãëîâ, à òàêæå ôîðìóëû ïåðåõîäà ê ïîëîâèííûì óãëàì.

Ïîâåðí¼ì ïëîñêîñòü íà óãîë ϕ, à çàòåì îòíîñèòåëüíî òîãî æå

öåíòðà íà óãîë ψ. Òîãäà ñóììàðíûé ïîâîðîò áóäåò íà óãîë ϕ+ψ.

Êàæäûé ïîâîðîò õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ìàòðèöåé ïîâîðîòà, à

òî, ÷òî ïîâîðîòû âûïîëíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî, èçîáðàæàåòñÿ íà

ÿçûêå ìàòðèö èõ ïðîèçâåäåíèåì:

R(ϕ + ψ) = R(ψ) · R(ϕ).

Ìàòðèöå R(ϕ + ψ) ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî cos(ϕ +

ψ) + i sin(ϕ + ψ), à ìàòðèöàì R(ψ) è R(ϕ) � ÷èñëà cosψ + i sinψ

è cosϕ + i sinϕ.

Ïîýòîìó

cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ) = (cosψ + i sinψ)(cosϕ+ i sinϕ). (3.10)

Ò. å. ïðè ïåðåìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ àðãó-

ìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ.
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Êñòàòè, åñëè áû ìû ïåðåìíîæàëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà íå ñ åäè-

íè÷íûìè, à ñ ïðîèçâîëüíûìè ìîäóëÿìè, òî â ðåçóëüòàòå î÷åâèä-

íîãî îáîáùåíèÿ ïîëó÷èëè áû, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ.

Âûïîëíèâ â ðàâåíñòâå (3.10) íåîáõîäèìûå äåéñòâèÿ, óáåäèìñÿ,

÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ äàcò ôîðìóëó êîñèíóñà

ñóììû äâóõ óãëîâ, à ìíèìàÿ ÷àñòü � ôîðìóëó ñèíóñà ñóììû:

cos(ϕ + ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ, (3.11)

sin(ϕ + ψ) = sinϕ cosψ + cosϕ sinψ. (3.12)

Îòñþäà ïðè ϕ = ψ = α/2 ñëåäóþò ïîëåçíûå âûðàæåíèÿ äëÿ

ïîëîâèííûõ óãëîâ:

cosα = cos2 α/2− sin2 α/2, (3.13)

sinα = 2 sin(α/2) · cos(α/2). (3.14)

3.6 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà êîìïëåêñíûõ

÷èñåë

Ðàâåíñòâî (3.10) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë èõ àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. Òî÷íî òàêèì æå ñâîé-

ñòâîì îáëàäàåò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à èìåííî, ïðè ïåðåìíî-

æåíèè ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé èõ àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ:

ax+y = ax · ay,

çäåñü a 6= 1 íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ïîýòîìó êîìïëåêñíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîêàçàòåëü-

íîé ôóíêöèåé, ïðè÷¼ì ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî

àðãóìåíòà.

Îêàçûâàåòñÿ, èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ýéëåðà:
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3.7 Èíòåðïðåòàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë

eiϕ = cosϕ + i sinϕ, (3.15)

çäåñü e ≈ 2, 7182818284... îñîáîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî, ò. å. ÷èñ-

ëî, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà öèôð ïîñëå çàïÿòîé, íàçû-

âàåìîå îñíîâàíèåì íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ.

Ýòî ÷èñëî, à òàêæå ôîðìóëà Ýéëåðà, èçó÷àþòñÿ â êóðñå ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Èòàê, ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

z = reiϕ,

èëè

z = eρ+iϕ,

çäåñü ρ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî r = eρ.

3.7 Èíòåðïðåòàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîð-

ìóë

Ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû, îáúåêòû è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íè-

ìè ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêöèÿìè. Ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì àá-

ñòðàãèðîâàíèÿ, îòâëå÷åíèÿ îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ. Íî, ïðè-

ìåíÿÿ ìàòåìàòèêó ê êîíêðåòíûì ñèòóàöèÿì, ïðèõîäèòñÿ ñïóñ-

êàòüñÿ ¾ñ íåáåñ íà çåìëþ¿ � íàïîëíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíî-

øåíèÿ êîíêðåòíûì ñîäåðæàíèåì, êàê-òî èíòåðïðåòèðîâàòü ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îáúåêòû è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.

Âîçìîæíû ñàìûå ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè îäíèõ è òåõ æå

àáñòðàêöèé. Îòñþäà ïðîèñòåêàåò ïîðàçèòåëüíàÿ ñèëà ìàòåìàòè-

êè � âðîäå áû äåëàåòñÿ êàêàÿ-òî îäíà ðàáîòà, à å¼ ðåçóëüòàò âäðóã

îêàçûâàåòñÿ, ïðèìåíèì â î÷åíü ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ.
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Ãëàâà 3. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ïîâîðîòû íà ïëîñêîñòè

3.7.1 Äâå èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî x+ iy èçîáðàæàåò òî÷êó ïëîñêîñòè ñ àáñ-

öèññîé x è îðäèíàòîé y.

Òî æå ñàìîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî x + iy, íî ïðåäñòàâëåííîå â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, r(sinϕ + i cosϕ), èçîáðàæàåò ïîâî-

ðîòíóþ ãîìîòåòèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, õàðàêòåðèçó-

åìóþ óãëîì ïîâîðîòà ϕ è êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ r.

Åñòü è äðóãèå èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðûå

çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

3.7.2 Àêòèâíàÿ è ïàññèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîð-
ìóë ïîâîðîòà

Âîò ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïîâîðîò òî÷åê ïëîñêîñòè íà óãîë

+ϕ, ò. å. ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò:

x′ = x cosϕ− y sinϕ,

y′ = x sinϕ + y cosϕ.

Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóë íàçûâàåòñÿ àêòèâíîé.

Âîçìîæíà ïàññèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ æå ôîðìóë, êî-

ãäà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îñòà¼òñÿ íåïîäâèæ-

íîé, çàòî ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë −ϕ, ò. å. ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, âñëåäñòâèå ÷åãî êîîðäèíàòû òî÷êè ìåíÿþòñÿ.

(Ñì. Ðèñ. 3.2.)

Î÷åâèäíîå îáîáùåíèå: àêòèâíàÿ è ïàññèâíàÿ èíòåðïðåòà-

öèÿ ïðèìåíèìà âîîáùå ê ëþáûì ïðåîáðàçîâàíèÿì � è ê

ëèíåéíûì, è ê íåëèíåéíûì.

3.8 Óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

Ïðîèçâåä¼ì â ôîðìóëå (3.11) çàìåíû ϕ = ϕ1, ψ = −ϕ2, ïðè-

íèìàÿ âî âíèìàíèå ÷¼òíîñòü êîñèíóñà è íå÷¼òíîñòü ñèíóñà:
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3.8 Óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

x

y

A(x, y)

B(x', y')

φ

0
x

y

C

φ
x'

y'

(x, y) (x', y')

Активная интерпретация.
Точка А переходит в
точку B, координаты
этих двух точек разные.

Пассивная интерпретация.
Координаты неподвижной точки C
относительно двух различных
систем координат разные.

Ðèñ. 3.2: Äâå èíòåðïðåòàöèè

cos(ϕ1 − ϕ2) = cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2.

À òåïåðü çàäàäèìñÿ ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà êîîðäèíàò r1 > 0,

òîãäà êîñèíóñ è ñèíóñ óãëà ϕ1 áóäóò çàäàâàòü íàïðàâëåíèå èç

íà÷àëà êîîðäèíàò íà íåêîòîðóþ òî÷êó ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíà-

òàìè

x1 = r1 cosϕ1, y1 = r1 sinϕ1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé òî÷êè:

x2 = r2 cosϕ2, y2 = r2 sinϕ2.

Òîãäà óãîë α = ϕ1−ϕ2 ìåæäó ýòèìè äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè áó-

äåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ

òî÷åê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cosα =
x1x2 + y1y2

r1r2
.

73



Ãëàâà 3. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ïîâîðîòû íà ïëîñêîñòè

Ýòà ôîðìóëà äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé òð¼õìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà:

cosα =
x1x2 + y1y2 + z1z2

r1r2
. (3.16)

3.9 Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà R ñ äåéñòâèòåëüíûìè ìàòðè÷íû-

ìè ýëåìåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

RT · R = R · RT = E.

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Òî÷íî òàêîìó æå ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà:

R−1 · R = R · R−1 = E.

Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, êî-

òîðîå ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè:

RT = R−1. (3.17)

Ò. å. ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè å¼ òðàíñ-

ïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó óìíîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé (1.17),

ðàâåíñòâî (1.16), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ RTR = E è DetE = 1, ïî-

ëó÷èì:

Det[RTR] = DetRT · DetR = [DetR]2 = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå: îïðåäåëèòåëü ëþáîé îðòî-

ãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí èëè +1, èëè −1.

Ïðèìåð.

Ìàòðèöà (3.8), çàäàþùàÿ ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë ϕ, ÿâëÿ-

åòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
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3.10 Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìàòðèö è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Â ñàìîì äåëå, íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü

∆ ìàòðèöû R(ϕ) ðàâåí åäèíèöå, ïîñëå ÷åãî äëÿ îáðàùåíèÿ ìàò-

ðèöû ìîæíî ïðèìåíèòü ñîîòíîøåíèå (1.13):

R−1(ϕ) =

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
= RT(ϕ).

3.10 Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìàòðèö è êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê êîìïëåêñíîìó

ñîïðÿæåíèþ âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ å¼ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Òåïåðü âûïîëíèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-

ðèö C = AB, ïðåäñòàâëåííîãî ôîðìóëîé (1.5):

c∗ij = a∗i1b
∗
1j + a∗i2b

∗
2j + . . . =

k=n∑
k=1

a∗ik · b∗kj.

Îòñþäà ïîëó÷àåì: C∗ = A∗B∗, è, ñëåäîâàòåëüíî, (AB)∗ = A∗B∗,

ò. å. êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ

çàìåíîé ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíî

ñîïðÿæ¼ííûå ìàòðèöû, ïðè ýòîì ïîðÿäîê ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé

ñîõðàíÿåòñÿ.

Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê äâóì, âû-

ïîëíÿåìûì â êàêîì óãîäíî ïîðÿäêå, îïåðàöèÿì òðàíñïî-

íèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

A† = (A∗)T = (AT)
∗
. (3.18)

Çäåñü çíàêè ¾†¿, ¾∗¿ è ¾T¿ îçíà÷àþò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå,

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû è òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð:
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Ãëàâà 3. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ïîâîðîòû íà ïëîñêîñòè

(
1− i 2− i
3 + i 4

)†
=

(
1 + i 3− i
2 + i 4

)
.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé, îïåðàöèÿ ýðìèòî-

âîãî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöû ïîõîæà íà îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâà-

íèÿ. Â ÷àñòíîñòè:

� äâàæäû ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà ðàâíà èñõîäíîé

ìàòðèöå,

� ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ðàâíî ïðîèç-

âåäåíèþ ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö, âçÿòûõ â îáðàòíîì ïî-

ðÿäêå. Â ñàìîì äåëå,

(AB)† =
(
(AB)T

)∗
=
(
BTAT

)∗
= (BT)∗(AT)∗ = B†A†,

è ò. ï.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê âûðàæåíèþ (3.5), ñîãëàñíî êîòîðîìó êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, ìàòðèöåé âèäà z = (xE + yi),

çäåñü x è y � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à

i =

(
0 −1

1 0

)
. Òîãäà

z† = (xE + yi)† =

(
x −y
y x

)†
=

((
x −y
y x

)∗)T

=

(
x −y
y x

)T

=(
x y

−y x

)
= (xE− yi) = (xE + yi)∗ = z∗.

(3.19)

Èòàê, z† = z∗, ò. å. îïåðàöèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ â

ïðèìåíåíèè ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ýêâèâàëåíòíà îïåðà-

öèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.
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3.11 Ýðìèòîâû è óíèòàðíûå ìàòðèöû

3.11 Ýðìèòîâû è óíèòàðíûå ìàòðèöû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Q íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, èëè ñà-

ìîñîïðÿæ¼ííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ýðìèòîâî

ñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöåé:

Q† = Q. (3.20)

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà U ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

U† · U = U · U† = E.

íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé.

Òî÷íî òàêîìó æå ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà:

U−1 · U = U · U−1 = E.

Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâî óíèòàðíîé ìàòðèöû, êîòîðîå

ìîæíî áûëî áû ïðèíÿòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ óíèòàðíîñòè:

U† = U−1. (3.21)

Èòàê, åñëè íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå åé ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà è

îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàþò.

Ýðìèòîâû è óíèòàðíûå ìàòðèöû èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â

ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, ôè-

çè÷åñêèå âåëè÷èíû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èçîáðàæàþòñÿ ýðìèòî-

âûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýðìèòî-

âûõ ìàòðèö.
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Ãëàâà 4

Íàïðàâëåíèÿ è
ïîâîðîòû â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå

4.1 Âîçìîæíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ íàïðàâ-

ëåíèé è ïîâîðîòîâ

Çäåñü ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ íàïðàâëåíèé

è ïîâîðîòîâ â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå â

äàëüíåéøåì íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ýòè ñïîñîáû òàêîâû:

� íà îñíîâå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò,

� ñ ïîëîâèííûìè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò,

� ñ ïðèìåíåíèåì ìàòðèöû ïëîòíîñòè,

� ñ ïðèìåíåíèåì êâàòåðíèîíîâ,

� è, íàêîíåö, íà îñíîâå ñïèíîðîâ.

À òåïåðü îáî âñ¼ì ïîäðîáíî...
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4.2 Îïèñàíèå íà îñíîâå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

4.2 Îïèñàíèå íà îñíîâå äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàò

4.2.1 Îïèñàíèå íàïðàâëåíèé

Íàïðàâëåíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü ñ ïî-

ìîùüþ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y, z êàêîé-íèáóäü òî÷êè, íå ñîâ-

ïàäàþùåé ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ëó÷, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîð-

äèíàò è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó òî÷êó, îïðåäåëèò íàïðàâëåíèå.

Íî òàêîå îïèñàíèå íàïðàâëåíèé íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå óäîâëå-

òâîðèòåëüíûì, ïîòîìó ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z êðîìå

íàïðàâëåíèÿ çàäàþò åù¼ è ðàññòîÿíèå òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäè-

íàò:

r =
√
x2 + y2 + z2. (4.1)

×òîáû èçáåæàòü èçáûòî÷íîñòè, íàïðàâëåíèÿ çàäàþò âåêòîðîì

åäèíè÷íîé äëèíû ñ êîìïîíåíòàìè

n =
x

r
, m =

y

r
, l =

z

r
. (4.2)

Âåëè÷èíû n, m è l íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíó-

ñàìè.

4.2.2 Îïèñàíèå ïîâîðîòîâ

Ñðàçó îïðåäåëèìñÿ, ÷òî áóäåì ïðèìåíÿòü ïðàâóþ ñèñòåìó äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò, ò. å. òàêóþ, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå

îñè Ox ñîâïàä¼ò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Oy, åñëè îñü

Ox ïîâåðíóòü íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðè÷¼ì íàáëþäàòü

òàêîé ïîâîðîò ñëåäóåò ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ

îñè Oz.

Òîãäà ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ãëàâà 4. Íàïðàâëåíèÿ è ïîâîðîòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

x′ = x · cosα− y · sinα,
y′ = x · sinα + y · cosα,

z′ = z.

îïèñûâàåò, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (3.9), ïîâîðîò íà óãîë α â ëþáîé

ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Oz, âîêðóã ýòîé îñè â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Àíàëîãè÷íûé

ïîâîðîò, íî íà óãîë ϕ, èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 3.1.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ ïîâîðîò, èìååò âèä:

Rz(α) =

cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 . (4.3)

Òî÷íî òàêæå çàïèøåì ïîâîðîò âîêðóã îñè Oy, îñòàâëÿþùèé

íåèçìåííîé êîîðäèíàòó y:

x′ = x · cosα− z · sinα,
y′ = y,

z′ = x · sinα + z · cosα.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïèñûâàåò ïîâîðîò â íàïðàâëåíèè îò îñè

Ox ê îñè Oz, êîòîðûé ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîò-

ðåòü ñ ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Oy.

Êàê èçâåñòíî, â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîâî-

ðîòà ïðèíèìàåòñÿ ïîâîðîò, ïðîèñõîäÿùèé íå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,

à ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîýòîìó çàìåíèì α íà −α è, ïðèíÿâ

âî âíèìàíèå ÷¼òíîñòü êîñèíóñà è íå÷¼òíîñòü ñèíóñà, ïîëó÷èì:

x′ = x · cosα + z · sinα,
y′ = y,

z′ = −x · sinα + z · cosα.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïðèíèìàåò âèä:
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4.2 Îïèñàíèå íà îñíîâå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

Ry(α) =

 cosα 0 sinα

0 1 0

− sinα 0 cosα

 . (4.4)

Íàêîíåö, âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì:

x′ = x,

y′ = y · cosα− z · sinα,
z′ = y · sinα + z · cosα.

(4.5)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

Rx(α) =

1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

 . (4.6)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû Rx(α), Ry(α) è Rz(α)

îðòîãîíàëüíû, ïîñêîëüêó îíè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì òàêîãî

âèäà:

RT(α) · R(α) = R(α) · RT(α) = E.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëèòåëè ìàòðèö Rx(α), Ry(α) è Rz(α) ðàâíû

åäèíèöå.

4.2.3 Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, èçîáðàæàþùèå
ïîâîðîòû

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò.

å. ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èçîáðàæàåìîå îðòîãîíàëü-

íîé ìàòðèöåé, çàäà¼ò ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íî ïðåæäå îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (2.1), îïðåäåëÿþùàÿ ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè, äîïóñêàåò îáîáùåíèå

íà ñëó÷àé òð¼õìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:

d =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2,
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çäåñü x1, y1, z1 è x2, y2, z2 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê.

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàò-

ðè÷íîé ôîðìå:

d =
√

rT · r, çäåñü

r = r2 − r1, r1 =

x1

y1

z1

 , r2 =

x2

y2

z2

 .

Ïîñëå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãäå R� îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà, íîâûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñòàíóò òàêèìè:

r′1 = Rr1, r′2 = Rr2 è, ñëåäîâàòåëüíî, r′ = r′2 − r′1 = Rr.

Îòñþäà (r′)T = rTRT, è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå îðòî-

ãîíàëüíîñòè RT · R = E, ïîëó÷àåì:

d′ =
√

(r′)T · r′ =
√

rTRT · Rr =
√

rTEr =
√

rT · r = d.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âñå ðàñ-

ñòîÿíèÿ, à çíà÷èò è óãëû, ñîõðàíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíè-

êè ïåðåõîäÿò â ðàâíûå èì òðåóãîëüíèêè. Äàëåå, îðòîãîíàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ëèíåéíûì, íî è îäíîðîäíûì,

âñëåäñòâèå ÷åãî íà÷àëî êîîðäèíàò îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå èçîáðàæàåò íåêîòîðûé ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî âûïîëíåíû äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî-

âîðîòà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ñòîðîíû, óãëû, à

òàêæå íà÷àëî êîîðäèíàò âñ¼ ðàâíî îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, ò. å.

èòîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæå áóäåò ïîâîðîòîì.
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Íà ÿçûêå ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ îð-

òîãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îðòîãîíàëü-

íûõ ìàòðèö: R = R1 · R2. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî

ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ìàòðèö

ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîëó÷èì: RT = RT
2 · RT

1 . Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò ëèøü îðòîãî-

íàëüíûå ìàòðèöû:

R · RT = (R1 · R2) · (RT
2 · RT

1 ) = R1 · (R2 · RT
2 ) · RT

1 = R1 · E · RT
1 = E.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî RT · R = R.

Î÷åâèäíî, ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ

ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ïðîèçâåäåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ìàòðèö Rx(α),

Ry(α) è Rz(α) (ñîîòíîøåíèÿ (4.6), (4.4) è (4.3) ñîîòâåòñòâåííî),

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó è, ñëåäîâàòåëüíî, îïè-

ñûâàåò íåêîòîðûé ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

4.3 Îïèñàíèå ñ ïîëîâèííûìè óãëàìè

4.3.1 Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ñâÿçàíû ñ

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

(4.7)

Çäåñü r =
√
x2 + y2 + z2 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ äåêàðòîâûìè

êîîðäèíàòàìè x, y, z äî íà÷àëà êîîðäèíàò, θ � ïîëÿðíûé óãîë,
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x

y

z

M

rO

θ

φ

Ðèñ. 4.1: Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π, ϕ � àçèìóòàëüíûé

óãîë, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π.

Àíàëîãèÿ ñ ãåîãðàôè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè: ϕ � àíàëîã äîë-

ãîòû, à θ � óãëîâîå ïîëÿðíîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå â îòëè÷èå îò

ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû îòñ÷èòûâàåòñÿ íå îò ýêâàòîðà, à îò Ñå-

âåðíîãî ïîëþñà Çåìëè.

Íàêîíåö, ëþáûå íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò, îïðåäåëÿþòñÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

äâóìÿ óãëàìè � θ è ϕ.

4.3.2 KS-ïðåîáðàçîâàíèå

Ïåðåõîä ê ïîëîâèííûì óãëàì âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàâåíñòâàìè (3.13), (3.14) è (2.8). Ïðèìåíèì ýòè ôîðìóëû â ïîä-

õîäÿùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ê âûðàæåíèÿì äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-

íàò (4.7):
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x = r sin θ cosϕ = r · 2 · sin θ/2 · cos θ/2 · (cos2 ϕ/2− sin2 ϕ/2) =

2r(sin θ/2 · cos θ/2 · cos2 ϕ/2− sin θ/2 · cos θ/2 · sin2 ϕ/2),

y = r sin θ sinϕ = 4r sin θ/2 · cos θ/2 · sinϕ/2 · cosϕ/2,

z = r cos θ = r(cos2 θ/2− sin2 θ/2)(cos2 ϕ/2 + sin2 ϕ/2) =

r(cos2 θ/2 · cos2 ϕ/2− sin2 θ/2 · cos2 ϕ/2+

cos2 θ/2 · sin2 ϕ/2− sin2 θ/2 · sin2 ϕ/2).

Ïóñòü
u1 =

√
r cos θ/2 · cosϕ/2,

u2 =
√
r sin θ/2 · cosϕ/2,

u3 =
√
r sin θ/2 · sinϕ/2,

u4 =
√
r cos θ/2 · sinϕ/2,

(4.8)

òîãäà

x = 2(u1u2 − u3u4),

y = 2(u1u3 + u2u4),

z = u2
1 − u2

2 − u2
3 + u2

4,

r = u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4.

(4.9)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, íàçûâàåìîå â íåáåñíîé ìåõàíèêåKS�ïðåîáðàçîâàíèåì

(ïðåîáðàçîâàíèåì Êóñòààíõåéìî-Øòèôåëÿ), ïî-âèäèìîìó, âïåð-

âûå áûëî ïîëó÷åíî Õîïôîì â 1931 ã. (Ñì. Øòèôåëü Å., Øåéôåëå.

Ã. Ëèíåéíàÿ è ðåãóëÿðíàÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà. � Ì.: Íàóêà, 1975,

304 ñ.). Îíî îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ

êîîðäèíàòàìè òî÷åê x, y, z ê ÷åòûð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó, íà-

çûâàåìîìó â äàëüíåéøåì ïàðàìåòðè÷åñêèì, ñ êîîðäèíàòàìè

òî÷åê u1, u2, u3, u4.

4.3.3 Îïèñàíèå ïîâîðîòîâ ÷åðåç ïîëîâèííûå óã-
ëû

Îêàçûâàåòñÿ, ïîâîðîòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû ñíà÷àëà íåêîòîðûìè ïîâîðîòàìè â ÷åòûð¼õìåðíîì
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ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, à çàòåì óíèòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè êîìïëåêñíîãî äâóõìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

êîòîðîå ôèçèêè íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëåäóþùèé ïîâîðîò â ïàðàìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå:

u′1 = u1 cosα/2 + u3 sinα/2,

u′2 = u2 cosα/2− u4 sinα/2,

u′3 = −u1 sinα/2 + u3 cosα/2,

u′4 = u2 sinα/2 + u4 cosα/2.

(4.10)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà òàêîâà:

Px(α/2) =


cosα/2 0 sinα/2 0

0 cosα/2 0 − sinα/2

− sinα/2 0 cosα/2 0

0 sinα/2 0 cosα/2

 . (4.11)

Ïîêàæåì, âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêè â ôîðìó-

ëû KS-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (4.10) èçîáðàæàåò

ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè Îx.

1. Ïîäñòàíîâêà â ïåðâóþ ôîðìóëó (4.9):

x′ = 2(u′1u
′
2 − u′3u′4) = 2(u1 cosα/2 + u3 sinα/2)(u2 cosα/2− u4 sinα/2)−

−2(−u1 sinα/2 + u3 cosα/2)(u2 sinα/2 + u4 cosα/2) = 2(u1u2 cos2 α/2−
−u1u4 cosα/2 sinα/2 + u2u3 cosα/2 sinα/2− u3u4 sin2 α/2)−
−2(−u1u2 sin2 α/2− u1u4 cosα/2 sinα/2 + u2u3 cosα/2 sinα/2 + u3u4 cos2 α/2) =

2u1u2(cos2 α/2 + sin2 α/2)− 2u3u4(sin2 α/2 + cos2 α/2) = 2(u1u2 − u3u4) = x.

2. Ïîäñòàíîâêà âî âòîðóþ ôîðìóëó (4.9):
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y′ = 2(u′1u
′
3 + u′2u

′
4) = 2(u1 cosα/2 + u3 sinα/2)(−u1 sinα/2 + u3 cosα/2)+

+2(u2 cosα/2− u4 sinα/2)(u2 sinα/2 + u4 cosα/2) = 2(−u2
1 cosα/2 sinα/2+

+u1u3 cos2 α/2 + u2
3 cosα/2 sinα/2− u1u3 sin2 α/2) + 2(u2

2 sinα/2 cosα/2+

+u2u4 cos2 α/2− u2u4 sin2 α/2− u2
4 sinα/2 cosα/2) =

2(−u2
1 + u2

2 + u2
3 − u2

4) sinα/2 cosα/2 + 2u1u3(cos2 α/2− sin2 α/2)+

+2u2u4(cos2 α/2− sin2 α/2) = −(u2
1 − u2

2 − u2
3 + u2

4) sinα+

+2(u1u3 + u2u4) cosα = y cosα− z sinα.

3. Ïîäñòàíîâêà â òðåòüþ ôîðìóëó (4.9):

z′ = (u′1)2 − (u′2)2 − (u′3)2 + (u′4)2 = (u1 cosα/2 + u3 sinα/2)2−
−(u2 cosα/2− u4 sinα/2)2 − (−u1 sinα/2 + u3 cosα/2)2 + (u2 sinα/2 + u4 cosα/2)2 =

u2
1 cos2 α/2 + 2u1u3 cosα/2 sinα/2 + u2

3 sin2 α/2−
−u2

2 cos2 α/2 + 2u2u4 cosα/2 sinα/2− u2
4 sin2 α/2−

−u2
3 cos2 α/2 + 2u1u3 cosα/2 sinα/2− u2

1 sin2 α/2+

u2
4 cos2 α/2 + 2u2u4 cosα/2 sinα/2 + u2

2 sin2 α/2 =

(u2
1 − u2

2 − u2
3 + u2

4)(cos2 α/2− sin2 α/2) + 2 cosα/2 sinα/2 · 2(u1u3 + u2u4) =

y sinα + z cosα.

4. Àíàëîãè÷íî ïîäñòàíîâêà â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó (4.9) äà¼ò

ðàâåíñòâî r′ = r.

Èòàê, ïîëó÷èëîñü ïðåîáðàçîâàíèå:

x′ = x,

y′ = y cosα− z sinα,

z′ = y sinα + z cosα.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Rx(α) ïðåäñòàâëåíà ñîîòíîøåíèåì

(4.6).

Òàêèì îáðàçîì, ïîâîðîò â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èçîá-

ðàæàåìûé ìàòðèöåé Px(α/2), ïîðîæäàåò ïîâîðîò â ôèçè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè Îx ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè), èçîáðàæàåìûé ìàòðèöåé Rx(α).
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Òåïåðü ñàìîñòîÿòåëüíî âûïîëíèòå âû÷èñëåíèÿ è óáåäèòåñü,

÷òî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìûå ïðèâåä¼ííûìè íèæå

ìàòðè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, òîæäåñòâåííû:

(
u′1 − iu′4
u′2 + iu′3

)
=

(
a11 + ib11 a12 + ib12

a21 + ib21 a22 + ib22

)
·
(
u1 − iu4

u2 + iu3

)
,


u′1
u′2
u′3
u′4

 =


a11 a12 −b12 b11

a21 a22 −b22 b21

b21 b22 a22 −a21

−b11 −b12 −a12 a11

 ·

u1

u2

u3

u4

 . (4.12)

Ñðàâíèâàÿ ìàòðèöó ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

è ìàòðèöó Px(α/2) èç ñîîòíîøåíèÿ (4.11), óáåäèìñÿ, ÷òî a11 =

a22 = cosα/2, b12 = b21 = − sinα/2, a12 = a21 = b11 = b22 = 0. Íî

òîãäà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà èç ïåðâîãî óðàâíå-

íèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ux(α/2) =

(
cosα/2 −i sinα/2

−i sinα/2 cosα/2

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ ðÿä ìàòðèö:

Rx(α) ∼ Px(α/2) ∼ Ux(α/2).

Ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî çàäàþò îäíî è òî

æå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â èñõîäíîì ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

Òåïåðü ïîäâåä¼ì èòîãè.

1. Ìàòðèöà

Ux(α/2) =

(
cosα/2 −i sinα/2

−i sinα/2 cosα/2

)
(4.13)
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îïèñûâàåò ïîâîðîò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè Îx

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè), èçîá-

ðàæàåìûé ñîîòíîøåíèåì (4.6), ò. å. ìàòðèöåé Rx(α).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

2. Ìàòðèöà

Uy(α/2) =

(
cosα/2 − sinα/2

sinα/2 cosα/2

)
(4.14)

îïèñûâàåò ïîâîðîò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè Îy

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè), èçîá-

ðàæàåìûé ñîîòíîøåíèåì (4.4), ò. å. ìàòðèöåé Ry(α).

3. Ìàòðèöà

Uz(α/2) =

(
cosα/2− i sinα/2 0

0 cosα/2 + i sinα/2

)
=

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)
(4.15)

îïèñûâàåò ïîâîðîò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè Îz

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè), èçîá-

ðàæàåìûé ñîîòíîøåíèåì (4.3), ò. å. ìàòðèöåé Rz(α).

4. Ìàòðèöà

U0(α/2) =

(
cosα/2− i sinα/2 0

0 cosα/2− i sinα/2

)
= E · e−iα/2,

(4.16)

íå îïèñûâàåò ïðè ëþáîì óãëå α êàêèõ-ëèáî ïîâîðîòîâ â ôèçè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ìàòðèöå U0(α/2), ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì: x′ = x, y′ = y, z′ = z.

Óòâåðæäåíèÿ 2, 3 è 4 äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê âûøå

äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 1. Âûïîëíèòå ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëå-

íèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðåäâàðèòåëüíî âîññòàíîâèâ, èñõîäÿ èç ñîîò-

íîøåíèé (4.12) è ìàòðèö Uy(α/2),Uz(α/2) è U0(α/2), ñîîòâåòñòâó-
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þùèå ìàòðèöû, äåéñòâóþùèå â ÷åòûð¼õìåðíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå.

4.3.4 Ìàòðèöû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëîæåíèå òî÷-
êè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Òî÷êå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîé ÷åðåç å¼ ñôåðè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû r, θ, ϕ, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå:

� ìàòðèöó-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííóþ èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

x, y, z, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.7),

� ìàòðèöó-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííóþ èç êîîðäèíàò u1, u2, u3, u4

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.8),

� è åù¼ îäíó ìàòðèöó-ñòîëáåö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè,

ïîñêîëüêó äâà ñîîòíîøåíèÿ (4.12) èçîáðàæàþò îäíî è òî æå ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. À çàòåì âåëè÷èíû u1, u2, u3, u4 ìîæíî çà-

ìåíèòü â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëàìè (4.8).

Íàêîíåö, ñîáðàâ âñ¼ âîåäèíî, ìîæíî çàïèñàòü:

xy
z

 ∼ [r, θ, ϕ] ∼


u1

u2

u3

u4

 ∼
(
u1 − iu4

u2 + iu3

)
=
√
r

(
cos θ2e

−iϕ/2

sin θ
2e
iϕ/2

)
.

(4.17)

Âñå ýòè ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî õà-

ðàêòåðèçóþò îäíó è òó æå òî÷êó ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

Åñëè ìàòðèöó-ñòîëáåö

(
u1 − iu4

u2 + iu3

)
óìíîæèòü íà U0(α/2) (ñì.

ðàâåíñòâî (4.16)) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî

e−iα/2, òî ïîëó÷èì íîâóþ ìàòðèöó

(
u′1 − iu′4
u′2 + iu′3

)
, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåò òå æå ñàìûå êîîðäèíàòû x, y, z, ÷òî è èñõîäíàÿ ìàòðèöà.

Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà
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w =

(
u1 − iu4

u2 + iu3

)
=
√
r

(
cos θ2e

−iϕ/2

sin θ
2e
iϕ/2

)
(4.18)

îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî

ìíîæèòåëÿ ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì.

Ðàñïîðÿäèìñÿ ýòèì ïðîèçâîëîì, äîìíîæèâ ìàòðèöó

(
cos θ2e

−iϕ/2

sin θ
2e
iϕ/2

)
íà eiϕ/2, è ïîëó÷èì:

dr =
√
r

(
cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)
. (4.19)

Èìåííî â òàêîì âèäå, êàê ïðàâèëî, èçîáðàæàþò ìàòðèöó-ñòîëáåö

dr â êíèãàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå è íàçûâàþò å¼ (êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèì) âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ.

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî

ñîñòîÿíèé.

4.3.5 Íîðìà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

Â êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò êâàä-

ðàòíûé êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííîãî

âåêòîðà íà èñõîäíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, íîðìà âåêòîðà dr ðàâíà:

‖dr‖ =

√
d†rdr =

√
√
r
(
cos θ2 sin θ

2e
−iϕ) · √r( cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)
=

√
r(cos2 θ

2 + sin2 θ
2) =

√
r.

Íîðìà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ � ýòî ñâîåîáðàçíûé àíàëîã äëèíû

âåêòîðà.
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4.3.6 Îïèñàíèå íàïðàâëåíèé ÷åðåç ïîëîâèííûå
óãëû

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ dr ìîæíî íîðìèðîâàòü

íà åäèíèöó, ðàçäåëèâ íà åãî íîðìó. Ïîëó÷èâøèéñÿ âåêòîð, îáî-

çíà÷èì åãî áóêâîé d, èìååò íîðìó, ðàâíóþ åäèíèöå:

d =
dr
‖dr‖

=

(
cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)
. (4.20)

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ d çàâèñèò ëèøü îò äâóõ óãëîâ ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò θ è ϕ è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà¼ò íåêîòîðîå íà-

ïðàâëåíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

4.3.7 Óíèòàðíûå ìàòðèöû, èçîáðàæàþùèå ïî-
âîðîòû

Ñóùåñòâóåò äàëåêî èäóùàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè îð-

òîãîíàëüíûõ ìàòðèö, îïèñûâàþùèõ ïîâîðîòû ôèçè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, è ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óíèòàðíûõ ìàòðèö.

Ïðîñëåäèì ýòó àíàëîãèþ.

1. Îïðåäåëåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ R è óíèòàðíûõ U ìàòðèö

ïî ôîðìå ñîâïàäàþò:

RT · R = R · RT = E,

U† · U = U · U† = E.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ñîäåðæàò äåé-

ñòâèòåëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû è äåéñòâóþò íà âåêòîðû ôè-

çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à óíèòàðíûå ìàòðèöû, äåéñòâóþùèå íà

âåêòîðû ñîñòîÿíèé, � êîìïëåêñíûå, â ñâÿçè ñ ÷åì â ôîðìóëàõ ê

òðàíñïîíèðîâàíèþ äîáàâëÿåòñÿ åù¼ è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå,

U† = (UT)∗ = (U∗)T.

Íàêîíåö, çäåñü è äàëåå ÷åðåç E îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

òðåòüåãî ïîðÿäêà, åñëè îíà âõîäèò â óðàâíåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëü-
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íûõ ìàòðèö, è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè îíà âõî-

äèò â óðàâíåíèå äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö. Òàêîå ïåðåñå÷åíèå îáî-

çíà÷åíèé, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

2. Âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèö (ñì. ï. 3.9 è ï. 3.11), êîòîðîå ìîæíî

ïðèíÿòü â êà÷åñòâå èõ îïðåäåëåíèé:

RT = R−1 è U† = U−1.

3. Âûøå (ñì. ï. ï. 4.2.3) äîêàçàíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò äëèíó âåêòîðà ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàæåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö.

Ïîäåéñòâóåì íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ d íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàò-

ðèöåé U, à çàòåì âû÷èñëèì íîðìó âåêòîðà d′ = Ud:

‖d′‖ =
√

(d′)†d′ =
√

(Ud)†Ud =
√

(d†U†)Ud =√
d†(U†U)d =

√
d†Ed =

√
d†d = ‖d‖ .

Ò. å. óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò íîðìó âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ.

4. Âûøå (ñì. ï. ï. 4.2.3) äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îðòîãî-

íàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îðòîãîíàëüíîé.

Ïîäîáíîå ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ

óíèòàðíûõ ìàòðèö: B = U1 · U2. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

òî, ÷òî ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè ïîðÿäîê ìàòðèö ìåíÿåòñÿ íà

ïðîòèâîïîëîæíûé, çàïèøåì: B† = U†2 · U
†
1. È òîãäà ëåãêî ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî B · B† = B† · B = E, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà B òîæå

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé.

Èòàê, ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö ÿâ-

ëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé.

5. Âûøå, â ï. ï. 4.3.3, áûëà óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü îð-

òîãîíàëüíûõ è óíèòàðíûõ ìàòðèö â òîì îòíîøåíèè, ÷òî Rx(α)

è Ux(α/2), Ry(α) è Uy(α/2), Rz(α) è Uz(α/2) èçîáðàæàþò, ïóñòü

ïî-ðàçíîìó, íî îäèíàêîâûå ïîâîðîòû ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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6. Âûøå, â ï. ï. 4.2.3, äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå, ñî-

ñòàâëåííîå èç îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö Rx(α), Ry(α) è Rz(α) (ñîîò-

íîøåíèÿ (4.6), (4.4) è (4.3)), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîãîíàëüíóþ

ìàòðèöó è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò íåêîòîðûé ïîâîðîò ôèçè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñîîòâåòñòâåííî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå, ñîñòàâëåííîå èç óíèòàð-

íûõ ìàòðèö Ux(α/2), Uy(α/2) è Uz(α/2) (ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14)

è (4.15)), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèòàðíóþ ìàòðèöó, èçîáðàæàþ-

ùóþ íåêîòîðûé ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

7. Â ï. 3.9 äîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

ðàâåí èëè +1, èëè −1.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö. Ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå òåîðåìó óìíîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé (1.17), ðàâåíñòâî

(1.16), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ U† · U = E è DetE = 1, ïîëó÷èì:

Det[U† · U] = Det(UT)∗ · DetU = (DetU)∗ · DetU = |DetU|2 = 1.

Ò. å. èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà U óíèòàðíàÿ, ñëåäóåò ëèøü òî, ÷òî å¼

îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì ñ åäèíè÷íûì ìîäó-

ëåì.

Òåì íå ìåíåå, íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëè, óáåæ-

äàåìñÿ, ÷òî ó âñåõ ìàòðèö Rx(α), Ry(α), Rz(α) è Ux(α/2), Uy(α/2),

Uz(α/2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ó ëþáûõ èõ ïðîèçâåäåíèé, îïðåäåëèòå-

ëè ðàâíû åäèíèöå.

4.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè

4.4.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ìàòðèöû Ux(α/2), Uy(α/2), Uz(α/2) (ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14)

è (4.15)) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó:
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Ux(α/2) =

(
cosα/2 −i sinα/2

−i sinα/2 cosα/2

)
= E cosα/2− iσx sinα/2,

Uy(α/2) =

(
cosα/2 − sinα/2

sinα/2 cosα/2

)
= E cosα/2− iσy sinα/2,

Uz(α/2) =

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)
= E cosα/2− iσz sinα/2,

ãäå

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (4.21)

Ìàòðèöû σx, σy, σz íàçûâàþòñÿ σ ìàòðèöàìè Ïàóëè.

4.4.2 Àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö
Ïàóëè

Âñå íèæåïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè ëåãêî ïðîâå-

ðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

1. Êâàäðàò ëþáîé ìàòðèöû Ïàóëè ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå:

σ2
x = σ2

y = σ2
z = E. (4.22)

2. Îïðåäåëèòåëü ëþáîé ìàòðèöû Ïàóëè ðàâåí −1.

3. Åù¼ îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ìàòðèö Ïàóëè � èõ ýðìèòîâîñòü:

σ†x = σx, σ†y = σy, σ†z = σz. (4.23)

4. Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèö Ïàóëè:
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σx · σy = iσz,

σy · σz = iσx,

σz · σx = iσy.
(4.24)

5. Ìàòðèöû Ïàóëè àíòèêîììóòèðóþò:

σx · σy = −σy · σx,
σy · σz = −σz · σy,
σz · σx = −σx · σz.

(4.25)

6. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

σx · σy − σy · σx = 2iσz,

σy · σz − σz · σy = 2iσx,

σz · σx − σx · σz = 2iσy.

(4.26)

4.4.3 Ñâÿçü ìàòðèö Ïàóëè ñKS-ïðåîáðàçîâàíèåì

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (4.18), ïîëó÷èì:

x = w†σxw =
(
u1 + iu4 u2 − iu3

)(0 1

1 0

)(
u1 − iu4

u2 + iu3

)
= 2(u1u2−u3u4).

Àíàëîãè÷íî:

y = w†σyw = 2(u1u3 + u2u4),

z = w†σzw = (u2
1 − u2

2 − u2
3 + u2

4),

r = w†Ew = w†w = (u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4).

(4.27)

Ýòè ôîðìóëû â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ KS�ïðåîáðàçîâàíèåì,

ò. å. ñîîòíîøåíèÿìè (4.9).
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4.5 Îïèñàíèå íàïðàâëåíèé è ïîâîðîòîâ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû

ïëîòíîñòè

4.5 Îïèñàíèå íàïðàâëåíèé è ïîâîðîòîâ

ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Èç ìàòðèöû-ñòîëáöà d (ôîðìóëà (4.20)) ìîæíî ñêîíñòðóèðî-

âàòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó M = dd†, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, çàäà¼ò

òàêîå æå íàïðàâëåíèå â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ìàòðè-

öà d.

Ìàòðèöà M = dd† â ðóêîâîäñòâàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ M èìååò ñëåäóþùèé âèä:

M = dd† =

(
cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)(
cos θ2 sin θ

2e
−iϕ) =

(
cos2 θ

2 cos θ2 sin θ
2e
−iϕ

cos θ2 sin θ
2e
iϕ sin2 θ

2

)
=

1
2

(
1 + cos θ sin θ cosϕ− i sin θ sinϕ

sin θ cosϕ + i sin θ sinϕ 1− cos θ

)
=

1
2[E + (sin θ cosϕ)σx + (sin θ sinϕ)σy + (cos θ)σz].

(4.28)

À òåïåðü ñëåãêà èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ: âìåñòî d áóäåì çàïè-

ñûâàòü d+, à M çàìåíèì íà M+. Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèé (4.2) è

(4.7) ñëåäóåò, ÷òî

sin θ cosϕ = x
r = n, sin θ sinϕ = y

r = m, cos θ = z
r = l, �

íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû. Òîãäà ðàâåíñòâî (4.28) ïðèíèìàåò âèä:

M+ = d+d
†
+ =

1

2
(E + nσx + mσy + lσz).

Âåêòîð d−, õàðàêòåðèçóþùèé ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå

â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûïîëíèòü â âûðà-
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æåíèè äëÿ âåêòîðà d = d+ ñëåäóþùèå çàìåíû: θ −→ 180◦ − θ è
ϕ −→ 180◦ + ϕ:

d− =

(
sin θ

2

−cosθ2e
iϕ

)
.

Ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî âñå,

áåç èñêëþ÷åíèÿ, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâ-

ëÿþùèå êîñèíóñû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïîýòîìó çà-

ìåíèâ n, m, l íà −n, −m, −l ñðàçó ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ

ìàòðèöó ïëîòíîñòè M−:

M− = d−d
†
− =

1

2
(E− nσx −mσy − lσz).

Íàçîâ¼ì ðàçíîñòü σd = M+ −M− ñïèíîâîé ìàòðèöåé.

σd = M+ −M− = d+d
†
+ − d−d

†
− = nσx + mσy + lσz. (4.29)

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (4.19) âåêòîð d ïîëó÷àåòñÿ èç dr ïðè r = 1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðó d+ è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðó d− ñîîòâåò-

ñòâóþò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íûå âåêòîðû. Íî â òà-

êîì ñëó÷àå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (4.2), ïîëó÷èì:

n = x, m = y, l = z. Îòñþäà

σd = xσx + yσy + zσz =

(
z x− iy

x + iy −z

)
.

Íàêîíåö, âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðè

ïîâîðîòàõ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ d ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå d′ = Ud,

çäåñü U îäíà èç ìàòðèö Ux, Uy è Uz (ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14) è

(4.15)) èëè èõ ëþáîå ïðîèçâåäåíèå.

Îòñþäà ñëåäóåò, (d′)† = d†U†, è îêîí÷àòåëüíî:

M′ = d′(d′)† = Udd†U† = UMU†. (4.30)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñïèíîâàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçóåòñÿ òî÷íî ïî òà-

êîìó æå çàêîíó: σ′d = UσdU
†.

4.6 Êâàòåðíèîíû

4.6.1 Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè êâàòåðíèîíîâ

Âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ ñëàãàåìûõ

q = aE + ibσx + icσy + idσz, (4.31)

ãäå a, b, c, d � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðè÷íîé ôîðìîé çàïèñè ò. í. êâàòåðíèîíîâ.

Òåðìèí êâàòåðíèîí ïðîèçîø¼ë îò ëàò. quaterni, ÷òî îçíà÷àåò

ïî ÷åòûðå.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèÿ (4.13), (4.14) è (4.15) äëÿ ìàòðèö

Ux(α/2), Uy(α/2) è Uz(α/2), çàäàþùèå ïîâîðîòû ôèçè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ÷åðåç ïîëîâèííûå óãëû, ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèîíàìè.

Ïðîèçâåäåíèå, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ, òð¼õ è, âîîáùå, êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà òàêèõ ìàòðèö òîæå ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîíîì, ïîòîìó ÷òî

ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçíûõ σ−ìàòðèö Ïàóëè äà¼ò òðåòüþ ìàòðè-

öó ñ òåì èëè èíûì çíàêîì, è, êðîìå òîãî, êâàäðàò ëþáîé ìàòðèöû

Ïàóëè ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Íàêîíåö, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êâàòåðíèîíû ÿâëÿþòñÿ åñòå-

ñòâåííûì îáîáùåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; íî â îòëè÷èå

îò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îíè ñîäåðæàò íå îäíó, à òðè ìíè-

ìûå åäèíèöû.

À òåïåðü îáî âñ¼ì, ÷òî êàñàåòñÿ êâàòåðíèîíîâ, ïîäðîáíåå.
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4.6.2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êâàòåðíè-
îíîâ

Â ãëàâå 3 îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä îò ìàòðè÷íîé çàïèñè äâîé-

íûõ, äóàëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ê àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå èõ

çàïèñè. Òåïåðü âûïîëíèì àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä äëÿ êâàòåðíèî-

íîâ.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â óðàâíåíèè (4.31) çàìåíû: E→ 1, iσx → i,

iσy → −j, c → −c, iσz → k, ïðè÷¼ì åäèíèöó ìîæíî ñîâñåì íå

ïèñàòü.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî iσy çàìåíÿåòñÿ èìåííî íà −j, à

íå íà +j ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû ôîðìóëû äëÿ ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

i, j, k èìåëè îäèíàêîâûé âèä.

Òîãäà ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êâàòåðíèîíîâ:

q = a + bi + cj + dk,

Ïðè ïåðåìíîæåíèè êâàòåðíèîíîâ âñòðå÷àþòñÿ êâàäðàòû σ-

ìàòðèö, à òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ σ-ìàòðèö. Èç ðà-

âåíñòâà σ2
x = E ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàìåíó: (iσx)

2 → i2 =

−1. Èç ðàâåíñòâà σxσy = iσz ñëåäóåò: iσx(−iσy) = iσz → ij =

k. Íàêîíåö èç ðàâåíñòâà σxσy = −σyσx ñëåäóåò: iσx(−iσy) =

−(−iσy)iσx → ij = −ji. Ïîýòîìó ji = −k.

Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâ (4.22), (4.24) è (4.25) ïîëó÷àþòñÿ âñå

ïðî÷èå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíèìûõ åäèíèö.

Èòàê, ìíèìûå åäèíèöû óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì:

i2 = −1, j2 = −1, k2 = −1,

ij = k, jk = i, ki = j,

ji = −k, ik = −j, kj = −i.

(4.32)

Äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû â ñòðîêàõ ëåãêî âîññòàíàâëèâàþòñÿ

ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ñîãëàñíî ìíåìîíè÷åñêîìó

ïðàâèëó:
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−→ ñëåâà íàïðàâî çíàê: +

... i j k i j k i j k i j ...

←− ñïðàâà íàëåâî çíàê: −

4.6.3 ×åì ïîõîæè è ÷åì ðàçëè÷àþòñÿ êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà è êâàòåðíèîíû

Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî êâàòåðíèîíû ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-

íèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ñàìîì äåëå, îáû÷íîå êîìïëåêñíîå

÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ èç êâàòåðíèîíà, åñëè ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåí-

òû ïðè êàêèõ-ëèáî äâóõ ìíèìûõ åäèíèöàõ íóëþ. Òîãäà îñòàíåòñÿ

ëèøü îäíà ìíèìàÿ åäèíèöà, êàê ýòî è åñòü ó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíà íà ÷èñëî, ñëîæåíèÿ è âû-

÷èòàíèÿ êâàòåðíèîíîâ âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ñîîòâåò-

ñòâóþùèå îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Åäèíñòâåííîå ðàç-

ëè÷èå � âìåñòî îäíîé êîìïëåêñíîé åäèíèöû åñòü òðè.

Ïåðåìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàâåíñòâàìè (4.32).

Òàê æå, êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû ìîæíî ñîïðÿ-

ãàòü, çàìåíèâ çíàêè ïðè âñåõ ìíèìûõ åäèíèöàõ íà ïðîòèâîïî-

ëîæíûå. Â ÷àñòíîñòè, êâàòåðíèîíû

q = a + bi + cj + dk è q∗ = a− bi− cj− dk

âçàèìíî ñîïðÿæåíû. Îòñþäà

r2 = q∗q = qq∗ = a2 + b2 + c2 + d2.

Çäåñü r íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êâàòåðíèîíà.

Äåëåíèå âîçìîæíî íà ëþáîé êâàòåðíèîí, ìîäóëü êîòîðîãî íå

ðàâåí íóëþ.

À äàëåå àíàëîãèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ: ïðîèçâåäåíèå êâàòåðíè-

îíîâ çàâèñèò, â îáùåì ñëó÷àå, îò èõ ïîðÿäêà:
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q1q2 6= q2q1.

Ïîýòîìó ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ëåâîå è ïðàâîå ÷àñòíîå:

(
q1
q2

)
ë

=
(
q∗2q1
q∗2q2

)
=
(
q∗2q1
r22

)
,(

q1
q2

)
ïð

=
(
q1q
∗
2

q2q
∗
2

)
=
(
q1q
∗
2

r22

)
,

çäåñü r2
2 � êâàäðàò ìîäóëÿ êâàòåðíèîíà-äåëèòåëÿ.

Íàêîíåö, ïðè ñîïðÿæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ íåîáõî-

äèìî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì ïðîèçâåäåíèÿ ñîìíîæèòåëåé:

(q1q2)
∗ = q∗2q

∗
1 6= q∗1q

∗
2.

Ò. å. â ðåçóëüòàòå ñîïðÿæåíèÿ ñîìíîæèòåëè-êâàòåðíèîíû

îêàçûâàþòñÿ íå òîëüêî ñîïðÿæ¼ííûìè, íî òàê æå êàê è

ìàòðèöû, îíè ìåíÿþò ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íà îáðàòíûé.

Ýòî íå óäèâëÿåò, ïîòîìó ÷òî êâàòåðíèîíû, ïî ñóòè, òå æå ìàòðè-

öû, à ñîïðÿæåíèå êâàòåðíèîíîâ ïîäîáíî ýðìèòîâîìó ñîïðÿæåíèþ

ìàòðèö.

Íàêîíåö, ëþáîé êâàòåðíèîí q ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå:

q = a + p,

ãäå a � äåéñòâèòåëüíàÿ (ñêàëÿðíàÿ) ÷àñòü êâàòåðíèîíà, à p �

÷èñòî ìíèìûé (âåêòîðíûé) êâàòåðíèîí, êâàäðàò êîòîðîãî ìåíü-

øå èëè ðàâåí íóëþ:

p2 = (bi + cj + dk)2 = −(b2 + c2 + d2) = −r2 ≤ 0.
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4.6 Êâàòåðíèîíû

4.6.4 Îïèñàíèå íàïðàâëåíèé ñ ïîìîùüþ êâà-
òåðíèîíîâ

Íàïðàâëåíèÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäàþò ÷èñòî ìíè-

ìûå (âåêòîðíûå) êâàòåðíèîíû ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì:

p = ni + mj + lk, (4.33)

n =
x

r
, m =

y

r
, l =

z

r
, r =

√
x2 + y2 + z2,

çäåñü ÷åðåç x, y, z îáîçíà÷åíû, êàê îáû÷íî, äåêàðòîâû êîîðäèíà-

òû, à âåëè÷èíû n,m, l ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè.

Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî çäåñü i, j,k íå îðòû äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ìíèìûå åäèíèöû, ïîýòîìó îïåðàöèè ñ íèìè

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (4.32).

4.6.5 Îïèñàíèå ïîâîðîòîâ ñ ïîìîùüþ êâàòåð-
íèîíîâ

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ:

r′x = uxru
∗
x, ux(α/2) = cosα/2 + i sinα/2,

r′y = uyru
∗
y, uy(α/2) = cosα/2 + j sinα/2,

r′z = uzru
∗
z, uz(α/2) = cosα/2 + k sinα/2,

(4.34)

çäåñü r = xi + yj + zk � ëþáîé âåêòîðíûé êâàòåðíèîí.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: êâàòåðíèîíû ux(α/2), uy(α/2), uz(α/2), åñ-

ëè èõ ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå, ñîâïàäóò, ïî êðàéíåé ìå-

ðå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâ ïðè σ-ìàòðèöàõ Ïàóëè, ñ óíèòàðíû-

ìè ìàòðèöàìè Ux(α/2), Uy(α/2), Uz(α/2) èç ñîîòíîøåíèé (4.13),

(4.14), (4.15) ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, âûðàæåíèÿ (4.34) äëÿ êâàòåðíèîíîâ ïî ôîðìå íà-

ïîìèíàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (4.30) ïðè ïîâîðî-

òàõ. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî îíè èçîáðàæàþò ïîâîðîòû ôè-

çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà óãîë α â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

ñîîòâåòñòâåííî âîêðóã îñåé Ox, Oy, Oz.
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Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå ïåðâîãî âûðàæåíèÿ:

r′x = x′i + y′j + z′k = (cosα/2 + i sinα/2)(xi + yj + zk)(cosα/2− i sinα/2) =

xi(cosα/2 + i sinα/2)(cosα/2− i sinα/2)+

y(cosα/2 + i sinα/2)j(cosα/2− i sinα/2)+

z(cosα/2 + i sinα/2)k(cosα/2− i sinα/2) =

xi(cos2 α/2 + sin2 α/2) + y(j cosα/2 + k sinα/2)(cosα/2− i sinα/2)+

z(k cosα/2− j sinα/2)(cosα/2− i sinα/2) =

xi + y(j cos2 α/2 + k sinα/2 cosα/2 + k sinα/2 cosα/2− j sin2 α/2)+

z(k cos2 α/2− j sinα/2 cosα/2− j sinα/2 cosα/2− k sin2 α/2) =

xi + yj(cos2 α/2− sin2 α/2) + 2yk sinα/2 cosα/2+

zk(cos2 α/2− sin2 α/2)− 2zj sinα/2 cosα/2 =

xi + yj cosα + yk sinα + zk cosα− zj sinα =

xi + (y cosα− z sinα)j + (y sinα + z cosα)k.

Îòñþäà, ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ìíèìûõ åäèíèöàõ, ïî-

ëó÷èì:
x′ = x,

y′ = y · cosα− z · sinα,
z′ = y · sinα + z · cosα,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (4.5), îïè-

ñûâàþùèì ïîâîðîò âîêðóã îñè Ox â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-

íèè.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ äâå äðóãèå ôîðìóëû.

4.7 Óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

Ïóñòü äâà íàïðàâëåíèÿ çàäàíû ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû:

x1, y1, z1 è x2, y2, z2. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (3.16):

cosα =
x1x2 + y1y2 + z1z2

r1r2
.
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4.7 Óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

Ââîäÿ ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

x1 = r1 sin θ1 cosϕ1, y1 = r1 sin θ1 sinϕ1, z1 = r1 cos θ1,

x2 = r2 sin θ2 cosϕ2, y2 = r2 sin θ2 sinϕ2, z2 = r2 cos θ2,

ìîæíî çàïèñàòü:

cos β = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2). (4.35)

Âûðàçèì ýòîò óãîë ÷åðåç ïîëîâèííûå óãëû. Èñõîäèì èç òîãî,

÷òî äâà íàïðàâëåíèÿ çàäàíû âåêòîðàìè ñîñòîÿíèé (4.20). Èíäåê-

ñîì 1 è 2 áóäåì óêàçûâàòü íîìåð íàïðàâëåíèÿ.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ñàìîå ïðîñòîå âûðàæåíèå, êîòîðîå òîëüêî

ìîæíî ñîñòàâèòü èç òàêèõ ìàòðèö:

d†2d1 = cos θ1/2 · cos θ2/2 + sin θ1/2 · sin θ2/2 · ei(ϕ1−ϕ2).

Óãîë ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì

÷èñëîì, à d†2d1 � ÷èñëî êîìïëåêñíîå. Òîãäà çàïèøåì ñàìîå ïðî-

ñòîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ñîñòàâèòü èç âûðàæå-

íèÿ d†2d1, à çàòåì ïðèìåíèì ôîðìóëó Ýéëåðà (3.15) è ðàâåíñòâî

(4.35):

|d†2d1|
2

= (d†2d1)(d
†
2d1)

∗ = (cos θ1/2 · cos θ2/2+

sin θ1/2 · sin θ2/2 · ei(ϕ1−ϕ2))(cos θ1/2 · cos θ2/2+

sin θ1/2 · sin θ2/2 · e−i(ϕ1−ϕ2)) = cos2 θ1/2 · cos2 θ2/2+

cos θ1/2 · cos θ2/2 · sin θ1/2 · sin θ2/2 · (ei(ϕ1−ϕ2) + e−i(ϕ1−ϕ2))+

sin2 θ1/2 · sin2 θ2/2 =
1
4(1 + cos θ1)(1 + cos θ2) + 1

4 · sin θ1 · sin θ2 · [cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)+

cos(ϕ1 − ϕ2)− i sin(ϕ1 − ϕ2)] + 1
4(1− cos θ1)(1− cos θ2) =

1
2[1 + cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)] = 1

2[1 + cos β] = cos2 β/2.

Ïîíÿòíî, ÷òî óãîë β íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîå íàïðàâëåíèå

ïðèíèìàåòñÿ íàìè ïåðâûì, à êàêîå âòîðûì. È ïîñêîëüêó êîì-

ïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îçíà÷àåò åãî ýðìèòîâî

ñîïðÿæåíèå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
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cos2 β/2 = |d†2d1|
2

= (d†2d1)(d
†
2d1)

∗ = (d†2d1)(d
†
2d1)

† =

(d†2d1)(d
†
1d2) = d†2(d1d

†
1)d2 = d†2M1d2,

èëè, àíàëîãè÷íî,

cos2 β/2 = d†1M2d1.

(4.36)

Çäåñü M1 è M2 � ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî

íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

4.8 Ñïèíîðû

Åñòü åù¼ îäèí ñïîñîá îïèñàíèÿ íàïðàâëåíèé è ïîâîðîòîâ ôè-

çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàííûé íå íà âåêòîðàõ ñîñòîÿíèÿ, à

íà ñïèíîðàõ.

Âî ìíîãèõ ôîðìóëàõ, íàïðèìåð, â ôîðìóëå (4.36), âñòðå÷à-

åòñÿ íå òîëüêî âåêòîð d, èçîáðàæàþùèé íàïðàâëåíèå, íî òàêæå

ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûé åìó âåêòîð d†. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî

ñîñòîÿíèé êàê áû óäâàèâàåòñÿ çà ñ÷¼ò ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Íî, î÷åâèäíî, ÷òî ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûé âåêòîð d†, âîîáùå-

òî ãîâîðÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-

íèé, ò. å. â òîì æå ñàìîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ÷òî è âåêòîð

d.

Ïîñìîòðèì, ÷òî èç ýòîãî ïîëó÷èòñÿ.

Ñîãëàñíî ï. ï. 4.3.7 (ñì. 4) ëþáàÿ ìàòðèöà U, ïðåäñòàâëÿþùàÿ

ñîáîé ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà óíèòàðíûõ ìàòðèö Ux(α/2),

Uy(α/2) è Uz(α/2) (ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14) è (4.15)), èçîáðàæà-

þùèõ ïîâîðîòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé

ìàòðèöåé. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç U. Îíà èçîáðàæàåò, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, òîæå íåêîòîðûé ïîâîðîò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äàëåå, êàæäàÿ ìàòðèöà Ux(α/2), Uy(α/2) è Uz(α/2) èìååò îïðå-

äåëèòåëü, ðàâíûé åäèíèöå, ïîýòîìó ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåî-
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ðåìó îá óìíîæåíèè îïðåäåëèòåëåé (1.17), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ∆ =

DetU = 1.

Çàïèøåì óíèòàðíóþ ìàòðèöó U â ñàìîì îáùåì âèäå:

U =

(
α β

γ δ

)
, çäåñü ∆ = αδ − βγ = 1.

Îáðàòèì ìàòðèöó U, âîñïîëüçîâàâøèñü ãîòîâûì ðåçóëüòàòîì

(ñîîòíîøåíèå (1.13)). Äëÿ ýòîãî ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ñëå-

äóåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè, à ýëåìåíòû âòîðîñòåïåííîé äèàãîíàëè

íóæíî óìíîæèòü íà −1, êðîìå òîãî, ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ñëå-

äîâàëî áû ðàçäåëèòü íà îïðåäåëèòåëü ∆, íî ∆ = 1. È òîãäà,

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óíèòàðíîñòü ìàòðèöû U, ïîëó÷èì:

U† = U−1 =

(
δ −β
−γ α

)
,

Ìàòðèöå U ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ψ′ = UΨ,

çäåñü Ψ′ è Ψ � íåêîòîðûå ìàòðèöû-ñòîëáöû:

Ψ′ =

(
ψ′1
ψ′2

)
è Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

Ýðìèòîâî ñîïðÿãàÿ ðàâåíñòâî Ψ′ = UΨ, ïîëó÷èì: (Ψ′)† = Ψ†U† =

Ψ†U−1, òåïåðü çäåñü Ψ† è (Ψ′)† � ìàòðèöû-ñòðîêè: Ψ† =
(
ψ∗1 ψ∗2

)
è (Ψ′)† =

(
ψ′∗1 ψ′∗2

)
.

Íàêîíåö, ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ âûðàæåíèå äëÿ (Ψ′)† ïðè-

íèìàåò âèä: (Ψ′)∗ = WΨ∗, çäåñü

(Ψ′)∗ =

(
ψ′1
∗

ψ′2
∗

)
è Ψ∗ =

(
ψ∗1
ψ∗2

)
,

W = (U−1)T =

(
δ −γ
−β α

)
.

Èòàê, ìàòðèöû-ñòîëáöû ïðè îïèñàíèè ïîâîðîòîâ ôèçè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ äâîÿêî: èëè ñîãëàñíî
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ìàòðèöå U, èëè ñîãëàñíî ìàòðèöå W. È ïîýòîìó ìû èìååì äåëî ñ

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Ìàòðèöà-ñòîëáåö, ïðåîáðàçóþùàÿñÿ ñîãëàñíî ìàòðèöå U, íà-

çûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ñïèíîðîì; ìàòðèöà-ñòîëáåö, ïðå-

îáðàçóþùàÿñÿ ñîãëàñíî ìàòðèöå W, íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì

ñïèíîðîì.

Íà ïèñüìå îíè ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî èíäåêñû êîìïîíåíò êîí-

òðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ïðèíÿòî ïèñàòü íàâåðõó: ϕλ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, à

êîâàðèàíòíîãî ñïèíîðà � âíèçó: χλ =

(
χ1

χ2

)
, ò. å.

(ϕλ)′ = Uϕλ, χ′λ = Wχλ . (4.37)

Äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ãäå îïðåäå-

ëåíû ñïèíîðû, íàçûâàåòñÿ ñïèíîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äàëåå, â ñïèíîðíîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå îäíîãî êî- è îäíîãî êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà:

χλϕ
λ = χ1ϕ

1 + χ2ϕ
2 =

(
χ1 χ2

)(ϕ1

ϕ2

)
,

êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñûâàþ-

ùèõ ïîâîðîò:

(
χ′1 χ′2

)((ϕ1)
′

(ϕ2)
′

)
=
(
χ1 χ2

)
WTU

(
ϕ1

ϕ2

)
=
(
χ1 χ2

)
((U−1)T)

T
U

(
ϕ1

ϕ2

)
=
(
χ1 χ2

)
U−1U

(
ϕ1

ϕ2

)
=
(
χ1 χ2

)
E

(
ϕ1

ϕ2

)
=
(
χ1 χ2

)(ϕ1

ϕ2

)
.

Îêàçûâàåòñÿ, êîíòðàâàðèàíòíûå è êîâàðèàíòíûå ñïèíîðû âçà-

èìîñâÿçàíû.

Çàïèøåì âòîðóþ ôîðìóëó (4.37) â âèäå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ:
χ′1 = δχ1 − γχ2

χ′2 = −βχ1 + αχ2
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Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

−χ′2 = α(−χ2) + βχ1

χ′1 = γ(−χ2) + δχ1

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû âèäîèçìåí¼ííîãî êîâàðèàíò-

íîãî ñïèíîðà χ1 è χ2 ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîíòðàâàðèàíòíîãî ñïèíîðà ñ êîìïîíåíòàìè χ1 è χ2

(χ1)′ = αχ1 + βχ2,

(χ2)′ = γχ1 + δχ2,

ïðè ýòîì −χ2 = χ1, χ1 = χ2.

Ïóñòü òåïåðü

χµ =

(
χ1

χ2

)
, χλ =

(
χ1

χ2

)
, ελµ =

(
0 −1

1 0

)
, εµλ =

(
0 1

−1 0

)
.

Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ελµ è

εµλ â ëþáîì ïîðÿäêå ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Òîãäà âçàèìîñâÿçü ìåæäó êîâàðèàíòíûìè è êîíòðàâàðèàíò-

íûìè êîìïîíåíòàìè ñïèíîðîâ ìîæíî çàïèñàòü:

χµ = εµλχ
λ, χλ = ελµχµ.

Ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü äâîÿêî: è êàê ìàò-

ðè÷íûå, è êàê òåíçîðíûå ñîîòíîøåíèÿ; òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ â

ýòîé êíèãå èçó÷àòü íå áóäåì.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ñïèíîðîâ ïðèâîäèò ê ñïè-

íîðíîìó èñ÷èñëåíèþ, êîòîðîå ïî ôîðìå î÷åíü ïîõîæå íà

òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå è èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ìà-

òåìàòèêå è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Íàêîíåö, ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå.

Âåêòîðó-ñòîëáöó

(
χ1

χ2

)
, åñëè åãî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåê-

òîð ñîñòîÿíèÿ, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýðìèòîâî ñîïðÿ-
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æ¼ííûé âåêòîð
(
χ∗1 χ∗2

)
. Åñëè ýòîò æå âåêòîð-ñòîëáåö èíòåðïðå-

òèðîâàòü êàê êîâàðèàíòíûé ñïèíîð, òî åìó ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå êîíòðàâàðèàíòíûé ñïèíîð

(
χ1

χ2

)
, èëè, ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå ðàâåíñòâà χ1 = −χ2, χ2 = χ1, âåêòîð-ñòîëáåö

(
−χ2

χ1

)
.

Ò. å. ñïîñîáû îïèñàíèÿ âðàùåíèé ñ ïðèâëå÷åíèåì âåêòîðîâ

ñîñòîÿíèÿ è ñ ïðèâëå÷åíèåì ñïèíîðîâ � ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþ-

ùèåñÿ îïèñàíèÿ.

4.9 Ïðèëîæåíèå ê ãëàâå 4. Ñôåðè÷åñêàÿ
àñòðîíîìèÿ è êâàòåðíèîíû

4.9.1 Çàäàíèå âèäèìûõ ïîëîæåíèé íåáåñíûõ îáú-
åêòîâ

Íàçíà÷åíèå ìàòåìàòèêè � ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèþ ïðàêòè-

÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ñäåëàåì îäèí øàã â ñòîðîíó îò

îñíîâíîé òåìû è óáåäèìñÿ, ÷òî âîçìîæíî èçëîæåíèå ñôåðè÷åñêîé

àñòðîíîìèè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò òðàäèöèîííîãî.

Ñôåðè÷åñêàÿ àñòðîíîìèÿ çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì âèäèìûõ ïî-

ëîæåíèé è äâèæåíèé íåáåñíûõ îáúåêòîâ. Å¼ îñíîâîïîëàãàþùåé

çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ñèñòåì íåáåñíûõ êîîðäèíàò è óñòàíîâ-

ëåíèå ñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Ñ ýòîé öåëüþ òðàäèöèîííî ââîäèòñÿ íåáåñíàÿ ñôåðà, à ñâÿçü

ìåæäó êîîðäèíàòàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñôåðè-

÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ, ïî ñâîåé ñóòè, ÷èñòî

ãåîìåòðè÷åñêèì.

Íèæå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñîâñåì ïî�äðóãîìó � êâàòåðíèîíû

äëÿ ýòîãî èäåàëüíî ïîäõîäÿò. Òàêîé ïîäõîä â ÷¼ì-òî íàïîìèíàåò

àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ.
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Âñÿ òåîðèÿ ñòðîèòñÿ äëÿ êàêîãî�òî êîíêðåòíîãî íàáëþäàòåëÿ,

ïîýòîìó íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â òó òî÷êó, ãäå íàõîäèòñÿ

íàáëþäàòåëü. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî íà-

áëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â Ñåâåðíîì ïîëóøàðèè Çåìëè.

Âèäèìûå ïîëîæåíèÿ íåáåñíûõ îáúåêòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ òîëü-

êî ëèøü íàïðàâëåíèÿìè íà îáúåêò, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, çàäà-

þòñÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñì. ôîðìóëû (4.7)) äâóìÿ

óãëàìè θ è ϕ. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàæäîå íàïðàâëåíèå õàðàê-

òåðèçóåòñÿ òðåìÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè n,m, l:

n = X
R = sin θ′ cosϕ′,

m = Y
R = sin θ′ sinϕ′,

l = Z
R = cos θ′.

Çäåñü øòðèõè ïðè θ′ è ϕ′ ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü

â äàëüíåéøåì ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷åíèé, X, Y, Z � äåêàðòîâû êî-

îðäèíàòû, R =
√
X2 + Y 2 + Z2.

Ïîýòîìó íàïðàâëåíèå íà íåáåñíûé îáúåêò áóäåì çàäàâàòü ÷è-

ñòî ìíèìûì (âåêòîðíûì) êâàòåðíèîíîì q:

q = ni + mj + lk = sin θ′ cosϕ′i + sin θ′ sinϕ′j + cos θ′k, (4.38)

çäåñü i, j, k � ìíèìûå åäèíèöû, à íå îðòû äåêàðòîâîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò. Ìîäóëü q, î÷åâèäíî, ðàâåí åäèíèöå:
√
qq∗ = 1.

Êàæäàÿ ìíèìàÿ åäèíèöà i, j, k, êàê è ëþáîé äðóãîé êâàòåðíè-

îí, ïîñëå âûáîðà äåêàðòîâîé èëè ñîîòâåòñòâóþùåé ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäà¼ò êàêîå-òî âïîëíå îïðåäåë¼ííîå íàïðàâ-

ëåíèå, ïðè÷¼ì íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå êâàòåðíèîíàìè i, j, k,

ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ òðîéêó.

Â äàëüíåéøåì, âìåñòî òîãî, ÷òîáû êàê-òî îïðåäåëÿòü äåêàð-

òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, áóäåì ñðàçó çàäàâàòü íàïðàâëåíèÿ êâà-

òåðíèîíîâ i, j, k è ïðèìåíÿòü ñîîòíîøåíèå (4.38).
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4.9.2 Èñõîäíûå îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ � ýòî îñîáûå, îáúåêòèâíî âûäåëåííûå

íàïðàâëåíèÿ, èìåííî ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ïðè ââå-

äåíèè ñèñòåì íåáåñíûõ êîîðäèíàò.

1. Îòâåñíàÿ ëèíèÿ, çåíèò, íàäèð.

Îòâåñ � ýòî íåáîëüøîé ãðóç íà øíóðêå, óêàçûâàþùèé íàïðàâ-

ëåíèå ñèëû òÿæåñòè. Îòâåñíàÿ ëèíèÿ, ò. å. ëèíèÿ îòâåñà, çàäà¼ò

äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ:

• çåíèò � íàïðàâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíî ñèëå òÿæåñòè,

• íàäèð � íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ ñèëîé òÿæåñòè.

2. Îñü ìèðà, Ñåâåðíûé è Þæíûé ïîëþñ ìèðà.

Íàáëþäàòåëþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî âñ¼ íåáî âðàùàåòñÿ êàê åäè-

íîå öåëîå âîêðóã îñè ìèðà, êîòîðàÿ çàäà¼ò äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿ � íà Ñåâåðíûé è íà Þæíûé ïîëþñ ìèðà.

Íàáëþäàòåëþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî âðàùåíèå íåáà â îêðåñòíî-

ñòÿõ Ñåâåðíîãî ïîëþñà ìèðà ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,

à â îêðåñòíîñòÿõ Þæíîãî � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Åñòü è äðóãèå îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå èìåþò îòíî-

øåíèå ê ýêëèïòèêå, à òàêæå ê ñðåäèííîé ëèíèè Ìëå÷íîãî Ïóòè.

Çäåñü îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

3. Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ íåáåñíîãî ìåðèäèàíà

Îñü ìèðà è îòâåñíàÿ ëèíèÿ çàäàþò ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ìåðè-

äèàíà (ñì. Ðèñ. 4.2).

Â ýòîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû íàïðàâëåíèÿ íà ïîëþñà ìèðà,

çåíèò, íàäèð, è, êðîìå òîãî, âûäåëÿþò åù¼ ÷åòûðå íàïðàâëåíèÿ:

íà ñåâåð è þã, à òàêæå íàèâûñøóþ è íàèíèçøóþ òî÷êè íåáåñíîãî

ýêâàòîðà.
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hсп = φ

СеверЮг

Наивысшая
точка экватора

Северный
полюс мира

Южный
полюс мира Надир

Зенит

Наинизшая
точка экватора

Ðèñ. 4.2: Òàê âûãëÿäèò ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ìåðèäèàíà, åñëè

ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû âîñòîêà

Íàïðàâëåíèÿ íà ñåâåð è þã ïåðïåíäèêóëÿðíû îòâåñíîé ëèíèè,

ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå íà ñåâåð áëèæå (â óãëîâîé ìåðå) ê Ñåâåð-

íîìó ïîëþñó ìèðà, ÷åì ê Þæíîìó ïîëþñó.

Íàïðàâëåíèÿ íà íàèâûñøóþ è íàèíèçøóþ òî÷êó íåáåñíîãî ýê-

âàòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè ìèðà, ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå íà íàè-

âûñøóþ òî÷êó ýêâàòîðà áëèæå (â óãëîâîé ìåðå) ê çåíèòó, ÷åì ê

íàäèðó.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âñå óãëû, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü

â ýòîì ïðèëîæåíèè, ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè, ò. å. ëó-

÷è âñåõ óãëîâ èñõîäÿò èç òî÷êè, ïðèíèìàåìîé çà íà÷àëî

êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîé ñàìîé òî÷êîé, ãäå íàõî-

äèòñÿ íàáëþäàòåëü.

4.9.3 Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ëþáîå ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå áóäåì çàäàâàòü êâàòåðíèî-

íîì q (ôîðìóëà (4.38)), íî ïðåæäå îïðåäåëèìñÿ ñ íàïðàâëåíèÿìè

i, j, k, ñîñòàâëÿþùèìè ïðàâóþ òðîéêó.

Ïóñòü k = kã � íàïðàâëåíèå íà çåíèò, òîãäà θ′ � óãîë ìåæäó

íàïðàâëåíèÿìè íà çåíèò è íà ñâåòèëî, èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî çåíèò-
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íîå ðàññòîÿíèå ñâåòèëà. Àñòðîíîìû îáîçíà÷àþò åãî áóêâîé z.

Èòàê, θ′ = z.

Îòñþäà z = 0◦ � íàïðàâëåíèå íà çåíèò, à ìíîæåñòâî íàïðàâ-

ëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ z = 90◦ çàäà¼ò ïëîñêîñòü ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ãîðèçîíòà.

Òåïåðü ïðèìåì, ÷òî i = iã çàäà¼ò íàïðàâëåíèå íà þã, õàðàêòå-

ðèçóåìîå óãëàìè z = 90◦ è ϕ′ = 0◦.

Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî iã, jã, kã ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ òðîéêó,

íàïðàâëåíèå jã îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì íà âîñòîê, õàðàêòåðè-

çóåìîå óãëàìè z = 90◦ è ϕ′ = 90◦.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë ϕ′ âîçðàñòàåò îò þãà ê âîñòîêó. Îäíàêî,

â àñòðîíîìèè ïðèíÿòî îáðàòíîå íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ âåëè-

÷èíû óãëîâ, à èìåííî, óãëû âîçðàñòàþò îò þãà ïî íàïðàâëåíèþ

äâèæåíèÿ íåáåñíîé ñôåðû, ò. å. ê çàïàäó. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîëî-

æèòü ϕ′ = −A. Óãîë A íàçûâàåòñÿ àçèìóòîì, êîòîðûé â àñòðî-

íîìèè òðàäèöèîííî îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ íà þã, à íå íà

ñåâåð.

Èòàê, ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (4.38) i = iã, j = jã, k = kã, θ
′ = z è

ϕ′ = −A, ïîëó÷èì:

q = sin z cosA iã − sin z sinA jã + cos z kã, (4.39)

Òåïåðü îõàðàêòåðèçóåì âñå íàïðàâëåíèÿ, èìåþùèå íåïîñðåä-

ñòâåííîå îòíîøåíèå ê ãîðèçîíòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

z = 0◦ � íàïðàâëåíèå íà çåíèò, z = 180◦ � íàïðàâëåíèå

íà íàäèð. Ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

z = 90◦, çàäà¼ò ïëîñêîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ãîðèçîíòà.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå z = const çàäà¼ò òîò èëè

èíîé àëüìóêàíòàð
′
aò.

Âìåñòî çåíèòíîãî ðàññòîÿíèÿ, z, íåðåäêî ïðèìåíÿåòñÿ âûñîòà

ñâåòèëà, h, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ h + z = 90◦. Òàêèì

îáðàçîì, âûñîòà îòñ÷èòûâàåòñÿ íå îò Ñåâåðíîãî ïîëþñà ìèðà, à

îò ìàòåìàòè÷åñêîãî ãîðèçîíòà.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ãîðèçîíòà h = 0◦. Åñëè

h > 0◦, òî ñâåòèëî íàõîäèòñÿ íàä ìàòåìàòè÷åñêèì ãîðèçîíòîì,

åñëè h < 0◦, íàîáîðîò, ïîä ãîðèçîíòîì.

Äàëåå, ïðè h = 0◦ è A = 0◦, A = 90◦, A = 180◦, A = 270◦ ïîëó-

÷èì ñîîòâåòñòâåííî íàïðàâëåíèÿ íà þã, çàïàä, ñåâåð è âîñòîê,

ëåæàùèå â ïëîñêîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ãîðèçîíòà.

Ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ìåðèäèàíà ñîäåðæèò âñå íàïðàâëå-

íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì A = 0◦ è A = 180◦. Ïëîñêîñòü

ïåðâîãî âåðòèêàëà ñîäåðæèò âñå íàïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèÿì A = 90◦ è A = 270◦.

Íàêîíåö, ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

A = const, íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëîì èëè êðóãîì âûñîòû.

4.9.4 Ïåðâàÿ ýêâàòîðèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò

Îíà ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ãîðèçîíòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ñíîâà îïðåäåëèìñÿ ñ íàïðàâëåíèÿìè i, j, k, ñîñòàâëÿþùèìè ïðà-

âóþ òðîéêó.

Ïóñòü k = ký � íàïðàâëåíèå íà Ñåâåðíûé ïîëþñ ìèðà, òîãäà

θ′ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íà Ñåâåðíûé ïîëþñ ìèðà è íà

ñâåòèëî, èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ïîëÿðíîå ðàññòîÿíèå ñâåòèëà.

Àñòðîíîìû ðåäêî ïîëüçóþòñÿ ïîëÿðíûì ðàññòîÿíèåì, âìåñòî

íåãî îíè ïðåäïî÷èòàþò ñêëîíåíèå δ, êîòîðîå àíàëîãè÷íî âûñîòå

h â ãîðèçîíòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è ïîýòîìó

θ′ + δ = 90◦.

Ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ θ′ = 90◦

èëè δ = 0◦, çàäà¼ò ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ýêâàòîðà.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ñêëîíåíèå � ýòî óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé

îò íåáåñíîãî ýêâàòîðà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãåî-

ãðàôè÷åñêîé øèðîòû.
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Òåïåðü ïðèìåì, ÷òî i = iý çàäà¼ò íàïðàâëåíèå íà íàèâûñøóþ

òî÷êó ýêâàòîðà, õàðàêòåðèçóåìóþ óãëàìè δ = 0◦ è ϕ′ = 0◦.

Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî iý, jý, ký ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ òðîéêó,

íàïðàâëåíèå jý îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì íà âîñòîê, õàðàêòåðè-

çóåìûì óãëàìè δ = 0◦ è ϕ′ = 90◦.

Îäíàêî, â àñòðîíîìèè ïðèíÿòî îáðàòíîå íàïðàâëåíèå âîçðàñ-

òàíèÿ âåëè÷èíû óãëîâ â ïëîñêîñòè íåáåñíîãî ýêâàòîðà, à èìåííî,

óãëû âîçðàñòàþò îò íàèâûñøåé òî÷êè ýêâàòîðà ïî íàïðàâëåíèþ

äâèæåíèÿ íåáåñíîé ñôåðû, ò. å. ê çàïàäó. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîëî-

æèòü ϕ′ = −t. Óãîë t íàçûâàþò ÷àñîâûì óãëîì.

Òîãäà ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (4.38) i = iý, j = jý, k = ký,

θ′ = 90◦ − δ è ϕ′ = −t, ïîëó÷èì êâàòåðíèîí, çàäàþùèé íàïðàâ-

ëåíèå íà ñâåòèëî îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò:

q = cos δ cos t iý − cos δ sin t jý + sin δ ký, (4.40)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷àñîâîé óãîë òðàäèöèîííî èçìåðÿ-

åòñÿ íå â ãðàäóñíîé, à â ÷àñîâîé ìåðå: 360◦ = 24h, à äàëåå çàâè-

ñèìîñòü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ: 90◦ = 6h, 15◦ = 1h, 15′ = 1m,

15′′ = 1s è ò. ï.

Òåïåðü îõàðàêòåðèçóåì âñå íàïðàâëåíèÿ, èìåþùèå íåïîñðåä-

ñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïåðâîé ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðàâåíñòâî δ = +90◦ çàäà¼ò íàïðàâëåíèå íà Ñåâåðíûé ïîëþñ

ìèðà, à δ = −90◦ � íàïðàâëåíèå íà Þæíûé ïîëþñ ìèðà,

δ = 0◦ îçíà÷àåò íåáåñíûé ýêâàòîð.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå δ = const çàäà¼ò íåáåñ-

íûå ïàðàëëåëè.

Óñëîâèå δ > 0◦ îçíà÷àåò, ÷òî ñâåòèëî íàõîäèòñÿ â Ñåâåðíîì

ïîëóøàðèè íåáà, à óñëîâèå δ < 0◦, íàîáîðîò, � â Þæíîì

ïîëóøàðèè íåáà.

Äàëåå, ïðè δ = 0◦ è t = 0h, t = 6h, t = 12h, t = 18h ïîëó÷èì íà-

ïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà íàèâûñøóþ òî÷êó ýêâàòîðà, íà
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êâàòåðíèîíû

çàïàä, íà íàèíèçøóþ òî÷êó ýêâàòîðà è íà âîñòîê, ïðè÷¼ì

âñå òî÷êè ëåæàò â ïëîñêîñòè íåáåñíîãî ýêâàòîðà.

Ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ìåðèäèàíà ñîäåðæèò âñå íàïðàâëå-

íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì t = 0h è t = 12h. Íàêîíåö, ìíî-

æåñòâî íàïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ t = const, íàçû-

âàåòñÿ êðóãîì ñêëîíåíèé.

4.9.5 Âûñîòà Ñåâåðíîãî ïîëþñà ìèðà íàä ãîðè-
çîíòîì ÷èñëåííî ðàâíà ãåîãðàôè÷åñêîé øè-
ðîòå

Îñü Çåìëè è îñü ìèðà ïàðàëëåëüíû (èëè ñîâïàäàþò, åñëè íà-

áëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà ïîëþñå Çåìëè). Ïî÷åìó?

Èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî:

1. âðàùåíèå õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè. Äëè-

íà ýòîãî âåêòîðà çàäà¼ò óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, à åãî

íàïðàâëåíèå � îñü âðàùåíèÿ;

2. âñå òî÷êè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ, à òî÷íåå, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè îäè-

íàêîâ äëÿ ëþáîé òî÷êè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà. Ïîýòîìó

îñè, âîêðóã êîòîðûõ âðàùàþòñÿ âñå òî÷êè òåëà, ïàðàëëåëü-

íû (èëè, â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ñîâïàäàþò).

Âðàùàþùóþñÿ âîêðóã ñâîåé îñè Çåìëþ ìîæíî ñ÷èòàòü àáñî-

ëþòíî òâ¼ðäûì òåëîì, ïîñêîëüêó îíà ïðàêòè÷åñêè íå äåôîðìèðó-

åòñÿ â ïðîöåññå îñåâîãî âðàùåíèÿ. Ïîýòîìó âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè

Çåìëè âðàùàþòñÿ âîêðóã ïàðàëëåëüíûõ èëè, â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

âîêðóã ñîâïàäàþùèõ îñåé.

Èòàê, îñü Çåìëè è îñü ìèðà ïàðàëëåëüíû.

Íà ðèñóíêå 4.3 èçîáðàæåíû âûñîòà Ñåâåðíîãî ïîëþñà ìèðà

íàä ãîðèçîíòîì, hñï, è ãåîãðàôè÷åñêàÿ øèðîòà, ϕ, ñîãëàñíî èõ
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Ðèñ. 4.3: Ñâÿçü âûñîòû ïîëþñà ìèðà è ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòû

îïðåäåëåíèÿì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà ïîëþñà ìèðà íàä

ãîðèçîíòîì ÷èñëåííî ðàâíà ãåîãðàôè÷åñêîé øèðîòå íà-

áëþäàòåëÿ.

Â ñàìîì äåëå, hñï = ϕ, êàê óãëû ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû-

ìè ñòîðîíàìè: îòâåñíàÿ ëèíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ìàòåìàòè÷åñêî-

ìó ãîðèçîíòó, à îñü ìèðà ïåðïåíäèêóëÿðíà çåìíîìó ýêâàòîðó.

4.9.6 Ñâÿçü ìåæäó ãîðèçîíòàëüíîé è ïåðâîé ýê-
âàòîðèàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò

Íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå êâàòåðíèîíàìè jã è jý, ñîâïàäàþò,

îíè èñõîäÿò èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, ê

âîñòîêó.

Ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê 4.2, ãäå ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ìåðèäè-

àíà ïîêàçàíà êàê ðàç ñî ñòîðîíû âîñòîêà. Åñëè âûïîëíèòü ïîâî-

ðîò âîêðóã íàïðàâëåíèÿ jã = jý â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà

óãîë 90◦ − hñï = 90◦ − ϕ, òî íàïðàâëåíèå íà Ñåâåðíûé ïîëþñ

ìèðà (ký) ñîâïàä¼ò ñ íàïðàâëåíèåì íà çåíèò (kã).

Íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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êâàòåðíèîíû

kã = (cosα + jý sinα)ký(cosα− jý sinα), (4.41)

jã = jý.

çäåñü áóêâîé α îáîçíà÷åíà ïîëîâèíà óãëà ïîâîðîòà, α = (90◦ −
ϕ)/2, ÷òîáû êîðî÷å çàïèñûâàòü ôîðìóëû.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàïðàâëåíèå iã äîëæíî ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ àíà-

ëîãè÷íî íàïðàâëåíèþ kã:

iã = (cosα + jý sinα)iý(cosα− jý sinα),

Âûïîëíèì íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ:

iã = cos2 α iý + sinα cosα jýiý − cosα sinα iýjý − sin2 α jýiýjý =

(cos2 α− sin2 α) iý − 2 cosα sinα ký = cos 2α iý − sin 2α ký,

ò. ê. iýjý = −jýiý = ký, jýiýjý = −j2
ý iý = iý.

È ïîäñòàâëÿÿ ñþäà α = (90◦ − ϕ)/2, ïîëó÷àåì:

iã = sinϕ iý − cosϕ ký.

Àíàëîãè÷íî

kã = cosϕ iý + sinϕ ký.

Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêè â ðàâåíñòâî (4.39) è ñãðóïïèðóåì ïî-

äîáíûå ñëàãàåìûå:

q = sin z cosA iã − sin z sinA jã + cos z kã =

sin z cosA(sinϕ iý − cosϕ ký)− sin z sinA jý + cos z(cosϕ iý + sinϕ ký) =

(cos z cosϕ + sin z sinϕ cosA)iý − sin z sinA jý+

(cos z sinϕ− sin z cosϕ cosA)ký.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé (4.40), ïîëó÷à-

åì ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ãîðèçîíòàëüíîé ñèñòåìû íåáåñíûõ êî-

îðäèíàò ê ïåðâîé ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå:
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cos δ cos t = cos z cosϕ + sin z sinϕ cosA,

cos δ sin t = sin z sinA,

sin δ = cos z sinϕ− sin z cosϕ cosA.

Òåïåðü îáðàòèì ýòè ðàâåíñòâà, íî ñíà÷àëà îáðàòèì ðàâåíñòâî

(4.41):

kã = (cosα + jý sinα)ký(cosα − jý sinα) = QkýQ
∗, çäåñü äëÿ

ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïðèíÿòî:

Q = cosα + jý sinα = cosα + jã sinα, ò. ê. jý = jã.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà kã = QkýQ
∗ íà ñîïðÿæ¼ííûå

êâàòåðíèîíû: Q∗kãQ = Q∗QkýQ
∗Q = ký.

Îòñþäà

ký = (cosα− jã sinα)kã(cosα + jã sinα),

jý = jã,

iý = (cosα− jã sinα)iã(cosα + jã sinα).

È äàëåå, âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåä¼ííûì

âûøå, ïîëó÷èì ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïåðâîé ýêâàòîðèàëüíîé ñè-

ñòåìû íåáåñíûõ êîîðäèíàò ê ãîðèçîíòàëüíîé ñèñòåìå:

sin z cosA = − sin δ cosϕ + cos δ sinϕ cos t,

sin z sinA = cos δ sin t,

cos z = sinϕ sin δ + cosϕ cos δ cos t.

Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî íå ââîäèòü

ïîíÿòèå íåáåñíîé ñôåðû, à âñå çàäà÷è ñôåðè÷åñêîé àñòðîíîìèè

ðåøàòü ñ ïðèâëå÷åíèåì êâàòåðíèîíîâ.
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Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé
ôîðìàëèçì Äèðàêà
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Ãëàâà 5

Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå
âåêòîðû è îïåðàòîðû

5.1 Íåçàâèñèìîñòü îïèñàíèÿ ðåàëüíîñòè

îò âûáîðà ñèñòåì êîîðäèíàò

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êàê îêà-

çàëîñü, èìååò ñâîèì èñòîêîì îáû÷íóþ êëàññè÷åñêóþ ðå-

àëüíîñòü.Ïîýòîìó ïðîèëëþñòðèðóåì â ýòîé ãëàâå åãî ñóùåñòâåí-

íûå ÷åðòû, íå îáðàùàÿñü ê êâàíòîâûì ïðåäñòàâëåíèÿì.

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü, à èìåííî, ïåðåìåùåíèå òåë, äåéñòâó-

þùèå ñèëû, íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé è

ò. ï., ñóùåñòâóþò îáúåêòèâíî, íåçàâèñèìî îò íàñ.

Ìû ìîæåì ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü ñèñòåìû êîîðäèíàò è, â çà-

âèñèìîñòè îò íàøåãî âûáîðà, ïîëó÷èì ðàçíûå ôîðìóëû. Íî çà

âñåìè ðàçëè÷èÿìè â ôîðìóëàõ ñêðûâàåòñÿ îáúåêòèâíî ñóùåñòâó-

þùàÿ ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî îïèñà-

íèå ðåàëüíîñòè ñâîáîäíîå îò ïðîèçâîëà, îáóñëîâëåííîãî âûáîðîì

ñèñòåì êîîðäèíàò, êîðî÷å ãîâîðÿ, âîçìîæíî òàê íàçûâàåìîå èí-

âàðèàíòíîå îïèñàíèå ðåàëüíîñòè.
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Èìåííî íà ýòîì îñíîâàíà îáùåèçâåñòíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà, â

êîòîðîé âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâîãî,

à ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïðèìåð, ñèëà F = 5 Í, äåéñòâóþùàÿ íà ïëîñêîñòè, â êàêîé-

òî îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì ñ

êîìïîíåíòàìè Fx = 5, Fy = 0, à â äðóãîé Fx = 3, Fy = 4 è ò. ï., íî

âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû ñèëû A = F · s ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì,

ò. å. íå çàâèñÿùèì îò êîíêðåòíîãî âûáîðà êîîðäèíàò.

Àíàëîãè÷íî, âîçìîæíî èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé

ðåàëüíîñòè, ò. å. âîçìîæíî îïèñàíèå, íå çàâèñÿùåå îò êîíêðåòíîãî

âûáîðà êîîðäèíàò èëè, êàê ãîâîðÿò ôèçèêè, îò âûáîðà ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ.

Âûäàþùèéñÿ àíãëèéñêèé ôèçèê-òåîðåòèê Ïîëü Àäðè-

àí Ìîðèñ Äèðáê ðàçðàáîòàë ìîäèôèêàöèþ âåêòîðíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ñïåöèàëüíî äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Èìåííî î òà-

êîì âåêòîðíîì èñ÷èñëåíèè èä¼ò ðå÷ü äàëåå.

5.2 Èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå âåêòîðîâ ñî-

ñòîÿíèÿ

5.2.1 Êåò- è áðà- âåêòîðû

Åäèíè÷íîìó âåêòîðó, îïðåäåëÿþùåìó êàêîå-ëèáî íàïðàâëå-

íèå, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ (4.20):

d =

(
cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)
,

çäåñü θ è ϕ � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, õàðàêòåðèçóþùèå íà-

ïðàâëåíèå.

Óìíîæèì ìàòðèöó-ñòîëáåö d íà ìàòðèöó (4.16), ò. å. íà U0(α/2) =

E·e−iα/2, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî e−iα/2. Ïîëó-
÷èâøàÿñÿ ïðè ýòîì ìàòðèöà áóäåò îïðåäåëÿòü òå æå ñàìûå êîîð-

124



5.2 Èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ

äèíàòû x, y, z, è, ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå íàïðàâëåíèå, êàêîå

áûëî ïåðâîíà÷àëüíî, ò. ê. ìàòðèöà U0 èçîáðàæàåò òîæäåñòâåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Èòàê, ìàòðèöà d ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò èìåòü ñîâåðøåí-

íî äðóãîé âèä, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà èçîáðàæàåò òî æå ñàìîå

íàïðàâëåíèå.

È åù¼. Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå d′ = Ud, çäåñü U � îäíà èç

ìàòðèö Ux, Uy, Uz (ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14) è (4.15)), èëè èõ

ëþáîå ïðîèçâåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, òàêèå ìàòðèöû èçîáðàæàþò

ïîâîðîòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ìàòðèöû-ñòîëáöû

d, è d′ = Ud � ñîâåðøåííî ðàçíûå ìàòðèöû, íî, åñëè ïðèíÿòü

ïàññèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ (ï. ï. 3.7.2) ïðåîáðàçîâàíèÿ d′ = Ud,

îíè èçîáðàæàþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå çàïèñûâàòü âñåâîç-

ìîæíûå ìàòðèöû, èçîáðàæàþùèå îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, åäè-

íîîáðàçíî, ò. å. èíâàðèàíòíî, íàïðèìåð, òàê: |d〉.
|d〉 íàçûâàþò êåò-âåêòîðîì.
Ïîñêîëüêó ìàòðèöàì d ñîîòâåòñòâóþò âïîëíå îïðåäåë¼ííûå

ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûå ìàòðèöû d†, òî ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

〈d| = |d〉†.

Âåêòîð 〈d| íàçûâàþò áðà-âåêòîðîì.
Â ðåçóëüòàòå äâîéíîãî ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ëþáàÿ ìàòðè-

öà âîçâðàùàåòñÿ ê èñõîäíîìó âèäó. È ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûìè

îáîçíà÷åíèÿìè çàøèôðîâàíû îáû÷íûå ìàòðèöû, òî

〈d|† =
(
|d〉†
)†

= |d〉.

Äàëåå, âûðàæåíèå d†d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíâàðèàíòíîé ôîð-

ìå: 〈d|d〉. Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, ñêîáêîé. Ïî-àíãëèéñêè
ñêîáêà � bracket. Îòñþäà ïîíÿòíî, ïî÷åìó âåêòîðû 〈d| è |d〉 íà-
çûâàþòñÿ áðà-âåêòîðàìè è êåò-âåêòîðàìè ñîîòâåòñòâåííî.
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5.2.2 Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé è îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â í¼ì

Ìàòðèöó d (ñîîòíîøåíèå (4.20)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäó-

þùåì âèäå:

d =

(
cos θ2

sin θ
2e
iϕ

)
= cos

θ

2
e1 + sin

θ

2
eiϕe2, çäåñü ìàòðèöû

e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: eT1 · e1 = eT2 · e2 = 1 è eT1 · e2 =

eT2 · e1 = 0.

Òî æå ñàìîå ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:

ei
T · ej = ej

T · ei = δij, i, j = 1, 2. (5.1)

çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îí ðàâåí åäèíèöå, åñëè i = j, è

íóëþ, åñëè i 6= j.

Ñåé÷àñ, ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì ñàìûå ïðîñòûå ñèòóàöèè, ââå-

äåíèå îáùåïðèíÿòûõ êîìïàêòíûõ îáîçíà÷åíèé, âðîäå ñèìâîëà

Êðîíåêåðà, çíàêà ñóììèðîâàíèÿ è ò. ï., êàæåòñÿ íåóìåñòíûì. Íî

óæå òåïåðü ïîðà ê íèì ïðèâûêàòü, ïîòîìó ÷òî îáùåïðèíÿòûå îáî-

çíà÷åíèÿ ýêîíîìíû, îíè ïîçâîëÿþò îáîáùàòü ìíîãèå ðåçóëüòàòû

íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ñ ìèíèìàëüíûìè óñèëèÿìè, ìîæíî ñêà-

çàòü, àâòîìàòè÷åñêè.

Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé (5.1) òàêîâà:

〈ei|ej〉 = 〈ej|ei〉 = δij, i, j = 1, 2. (5.2)

Òîãäà èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà çàïèñè ìàòðèöû-ñòîëáöà d ïðèíè-

ìàåò ñëåäóþùèé âèä:

|d〉 = cos
θ

2
|e1〉 + sin

θ

2
eiϕ|e2〉. (5.3)
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Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà

|v〉 = v1|e1〉 + v2|e2〉 =

2∑
i=1

vi|ei〉. (5.4)

ãäå v1 è v2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì êîìïëåêñíûì åâ-

êëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî ïîäîáíî äâóìåðíîìó äåéñòâè-

òåëüíîìó åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó, ò. å. ïîäîáíî ìíîæåñòâó âåê-

òîðîâ îáû÷íîé ïëîñêîñòè, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òàêæå íàçû-

âàþò ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîòîìó ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íàÿ, òî êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

è (êîìïëåêñíîå) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàþò. Â äàëü-

íåéøåì áóäåì ïðèìåíÿòü òåðìèí ¾ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé¿,

êàê ýòî ïðèíÿòî â ôèçèêå.

Âåêòîðû |e1〉 è |e2〉 ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

¾Îðòî-¿ îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíûé, òî åñòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâå-

äåíèÿ ðàçíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíû íóëþ, 〈e1|e2〉 = 〈e2|e1〉 =

0, ¾íîðìèðîâàííûé¿ îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû íîðìèðî-

âàíû íà åäèíèöó:
√
〈e1|e1〉 =

√
〈e2|e2〉 = 1. Î íîðìå ãîâîðèòñÿ

íèæå, ñì. ï. ï. 5.2.4.

5.2.3 Ôîðìóëà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû (5.2), ìîæíî äâóì ëþáûì

âåêòîðàì èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òèïà áðà-êåò.

Ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Èòàê, äàíû äâà âåêòîðà |v〉 = v1|e1〉 + v2|e2〉 è |w〉 = w1|e1〉 +

w2|e2〉. Òîãäà
〈w| = (w1|e1〉 + w2|e2〉)† = w∗1〈e1| + w∗2〈e2| è

〈w|v〉 = (w∗1〈e1| + w∗2〈e2|)(v1|e1〉 + v2|e2〉) =

w∗1v1〈e1|e1〉 + w∗1v2〈e1|e2〉 + w∗2v1〈e2|e1〉 + w∗2v2〈e2|e2〉 =

w∗1v1 · 1 + w∗1v2 · 0 + w∗2v1 · 0 + w∗2v2 · 1 = w∗1v1 + w∗2v2.

Èòàê,

〈w|v〉 = w∗1v1 + w∗2v2 =

2∑
i=1

w∗i vi. (5.5)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî 〈w| áàçèñíûé âåêòîð 〈e1|, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì w1 = w∗1 = 1 è w2 = w∗2 = 0. È ïîëó÷èì:

〈e1|v〉 = v1.

Àíàëîãè÷íî 〈e2|v〉 = v2.

Ò. å. êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ëþáîãî âåêòîðà ïî áàçèñíûì

âåêòîðàì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ðàâíû:

vi = 〈ei|v〉 i, j = 1, 2. (5.6)

Òîãäà ðàçëîæåíèå ëþáîãî âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

|v〉 = v1|e1〉 + v2|e2〉 =

2∑
i=1

vi|ei〉 =

2∑
i=1

|ei〉〈ei|v〉. (5.7)

Ïóñòü òåïåðü w = v, òîãäà ðàâåíñòâî (5.5) ïðèíèìàåò âèä:

〈v|v〉 =

2∑
i=1

v∗i vi =

2∑
i=1

|vi|2 ≥ 0. (5.8)
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5.2.4 Íîðìà âåêòîðà â èíâàðèàíòíîé çàïèñè

À òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî íîðìîé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåò-

ñÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííîãî

âåêòîðà íà èñõîäíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. Â èíâàðèàíòíîé çàïèñè

âûðàæåíèå äëÿ íîðìû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà |v〉 âûãëÿäèò òàê:
‖v‖ =

√
〈v|v〉.

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ âñåãäà âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî ïðåäû-

äóùåé ôîðìóëå âûðàæåíèå 〈v|v〉 ≥ 0, ò. å. íåîòðèöàòåëüíî.

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð |v〉 ìîæíî íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó,
ðàçäåëèâ åãî íà íîðìó. Ïîëó÷èâøèéñÿ âåêòîð, |v〉√

〈v|v〉
, èìååò íîð-

ìó, ðàâíóþ åäèíèöå.

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé |d〉 (ôîðìóëà 5.3), èçîáðàæàþ-

ùèé êàêîå-òî íàïðàâëåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âñåãäà íîð-

ìèðîâàí íà åäèíèöó: ‖d‖ =
√
〈d|d〉 = 1, ò. ê.

〈d|d〉 =

2∑
i=1

|di|2 =

∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣sin θ2eiϕ
∣∣∣∣2 = 1.

5.2.5 Ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèé

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíÿòî, ÷òî êåò-âåêòîð, íàïðèìåð, |v〉,
óêàçûâàåò íà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è èìåííî ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ

âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ.

Êîýôôèöèåíòû v1, v2 çàâèñÿò îò òîãî, êàêîé êîíêðåòíî îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âûáðàí. Ò. å. îíè, â ñèëó ðàâåíñòâ vi =

〈ei|v〉, ïðåäñòàâëÿþò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â êîíêðåòíîì îðòîíîðìè-

ðîâàííîì áàçèñå. Ïîýòîìó áðà-âåêòîðû íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè

ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ áðà-âåêòîðîâ

〈v| = v∗1〈e1| + v∗2〈e2| =
2∑
i=1

v∗i 〈ei|.

îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèé.
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Ïðîèñõîäèò êàê áû óäâîåíèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì

èçîáðàæàþòñÿ âåêòîðû, õàðàêòåðèçóþùèå íàïðàâëåíèÿ ôèçè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷¼ì âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

ïåðåâîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèé è îáðàòíî ýð-

ìèòîâûìè ñîïðÿæåíèÿìè.

5.3 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

5.3.1 Êâàäðàòíûå ìàòðèöû è ëèíåéíûå îïåðà-
òîðû

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Q çàäà¼ò ïðàâèëî, à òî÷íåå, ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ìàòðèöå-ñòîëáöó v ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöà-ñòîëáåö Qv. Â ðàññìàòðèâàåìûõ íà-

ìè ñëó÷àÿõ Q � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó

ìàòðèöû-ñòîëáöû v è Qv ñîäåðæàò ïî äâå ñòðîêè.

Â èíâàðèàíòíîé çàïèñè ìàòðèöó Q èçîáðàæàþò îïåðàòîðîì

Q̂ , êîòîðûé, äåéñòâóÿ íà êåò-âåêòîð |v〉 ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé,
ïåðåâîäèò åãî â êåò-âåêòîð Q̂|v〉 òîãî æå ïðîñòðàíñòâà.

Ò. å. îïåðàòîð, êàê è ìàòðèöà, � ýòî ïðàâèëî, ïðåîáðàçóþ-

ùåå íåêîòîðûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â äðóãîé âåêòîð.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî îïåðàòîð â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷åí

ôóíêöèè. Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ � ýòî ïðàâèëî, â ñîîòâåòñòâèè

ñ êîòîðûì îäíîìó ÷èñëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äðóãîå. Àíàëî-

ãè÷íî, îïåðàòîð � ýòî êàê áû ôóíêöèÿ, íî íå äëÿ ÷èñåë, à äëÿ

âåêòîðîâ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî îïåðàòîðû ìîãóò äåéñòâîâàòü òàêæå è â ïðî-

ñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèé, ïðè ýòîì áðà-âåêòîðû ïåðåâîäÿòñÿ ýð-

ìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûìè îïåðàòîðàìè â äðóãèå áðà-âåêòîðû. À èìåí-

íî, ýðìèòîâî ñîïðÿãàÿ âûðàæåíèå Q̂|v〉, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå

åìó âûðàæåíèå: 〈v|Q̂†.
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5.3.2 Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

Îïðåäåëåíèå.

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, ñîñòàâ-

ëåííîå èç îäíîòèïíûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê âåêòîðû, ìàò-

ðèöû è ò. ï., ïðè ýòîì äîïóñòèìû òîëüêî äâå îïåðàöèè:

óìíîæåíèå íà ÷èñëî è ñóììèðîâàíèå.

Íàïðèìåð, ìàòðèöà-ñòîëáåö v = (α1v1 +α2v2 +· · ·+αnvn) ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé n ìàòðèö v1, v2 . . . vn, çäåñü α1, α2 . . . αn
� íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

5.3.3 Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ ìàòðèö ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: Q(α1v1 +α2v2) = (α1Qv1 +

α2Qv2).

Çàïèñûâàÿ åãî â èíâàðèàíòíîé ôîðìå, ïîëó÷èì óñëîâèå, êî-

òîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû:

Q̂(α1|v1〉 + α2|v2〉) = α1Q̂|v1〉 + α2Q̂|v2〉.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Èòàê, ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ìîæíî ñðàçó äåéñòâîâàòü

íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ, à ìîæíî äåéñòâîâàòü

ñíà÷àëà íà îòäåëüíûå âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ, è ëèøü ïîòîì ñêîíñòðóèðîâàòü ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ. Ðåçóëüòàò áóäåò îäèíàêîâûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû, êîòîðûå â èíâàðèàíò-

íîé çàïèñè èçîáðàæàþò ìàòðèöû, âñåãäà ëèíåéíûå.
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5.3.4 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà â çàäàí-
íîì áàçèñå

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Q̂ â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-

çèñå |e1〉, |e2〉 ìîæíî âû÷èñëèòü ñîãëàñíî ôîðìóëå:

Qij = 〈ei|Q̂|ej〉, i, j = 1, 2. (5.9)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñíà÷àëà íóæíî ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì Q̂

íà |ej〉, à çàòåì ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 〈ei|. Âïðî÷åì, ïðîèçâå-
äåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, àññîöèàòèâíà è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïðîèçâåäåíèþ èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà çàïèñè. Ïîýòî-

ìó ìîæíî ñíà÷àëà ïîäåéñòâîâàòü íà 〈ei| îïåðàòîðîì Q̂, à ïîòîì

ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà |ej〉.
×åòûðå ÷èñëà Qij, i, j = 1, 2 ñîñòàâëÿþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

âòîðîãî ïîðÿäêà:

Q =

(
Q11 Q12

Q21 Q22

)
. (5.10)

Îòñþäà ïîíÿòíî, ïî÷åìó ÷èñëà Qij íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè

ýëåìåíòàìè íå òîëüêî ìàòðèöû Q, íî è îïåðàòîðà Q̂ â îðòîíîð-

ìèðîâàííîì áàçèñå |e1〉, |e2〉.

5.3.5 Âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà ïî åãî ìàòðè÷-
íûì ýëåìåíòàì

Ïóñòü îïåðàòîð Q̂ çàäàí âûðàæåíèåì:

Q̂ =

2∑
i,j=1

Qij|ei〉〈ej| (5.11)

Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (5.9) ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà Q̂,

ðàñïîëîæåííûé, íàïðèìåð, â ïåðâîé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå:
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〈e1|Q̂|e2〉 =

2∑
i,j=1

Qij〈e1|ei〉〈ej|e2〉 =

2∑
i,j=1

Qijδ1iδj2 = Q12,

ò. ê. â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèå δ1iδj2 íå ðàâíî íóëþ ëèøü ïðè

i = 1 è j = 2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü âñå äðóãèå ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû è óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð Q̂ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå |e1〉,
|e2〉 èçîáðàæàåòñÿ ìàòðèöåé (5.10).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî, ïðèìåíèâ ôîðìóëó (5.11), ìîæíî âîññòàíî-

âèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂ ïî åãî ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàìQij, i, j =

1, 2.

5.3.6 Ïðîåêòîðû

Ïðîåêòîðàìè íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðû âèäà |e〉〈e|, çäåñü |e〉 �
áàçèñíûé âåêòîð îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå |e1〉, |e2〉 åñòü òîëüêî äâà ïðîåê-
òîðà: P̂1 = |e1〉〈e1| è P̂2 = |e2〉〈e2|, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ò. í.

ïðîåêòèâíûå ìàòðèöû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P1 =

(
1 0

0 0

)
, P2 =

(
0 0

0 1

)
. (5.12)

Ïîäåéñòâóåì ïðîåêòîðîì P̂1 íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð |v〉 =

v1|e1〉 + v2|e2〉:

P̂1|v〉 = |e1〉〈e1|(v1|e1〉 + v2|e2〉) = v1|e1〉〈e1|e1〉 + v2|e1〉〈e1|e2〉 =

v1|e1〉 · 1 + v2|e1〉 · 0 = v1|e1〉.

Ïðîåêòîð P̂1 âûäåëÿåò èç ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà |v〉 òó åãî

÷àñòü v1|e1〉, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà |e1〉, ò. å. ïðîåöè-
ðóåò âåêòîð |v〉 íà âåêòîð |e1〉. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðà-
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âåäëèâî äëÿ P̂2 è âîîáùå äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà. Îòñþäà ïîíÿòíî

ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíîâ ¾ïðîåêòîð¿, ¾ïðîåêòèâíàÿ ìàòðèöà¿.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîåêòîðû ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, îïåðà-

òîðàìè ïëîòíîñòè, ñì. ï. 7.6.

5.3.7 Êàê áûòü â ñëó÷àå ñîìíåíèé?

Åñëè ó âàñ âîçíèêàþò ñîìíåíèÿ â òîì, ïðàâèëüíî ëè âûïîëíÿ-

þòñÿ èíâàðèàíòíûå âû÷èñëåíèÿ, âñïîìíèòå, ÷òî èíâàðèàíòíûå

îáîçíà÷åíèÿ âîçíèêëè èç ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîýòî-

ìó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû âñå ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ìàòðè-

öàìè.

5.4 Óñëîâèå ïîëíîòû îðòîíîðìèðîâàí-

íîãî áàçèñà

Èç óðàâíåíèÿ (5.7) ñëåäóåò:

|v〉 = |e1〉〈e1|v〉 + |e2〉〈e2|v〉 = (|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)|v〉 = Ê|v〉,

çäåñü Ê � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íè÷åãî íå

ìåíÿåò, âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � ñóììà ïðîåêòîðîâ P̂1 + P̂2 = Ê;

ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ìàòðèöà, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèé (5.12),

ðàâíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå: P1 + P2 = E.

Îòñþäà ñëåäóåò ò. í. óñëîâèå ïîëíîòû:

Ê = | = |e1〉〈e1| + |e2〉〈e2| =
2∑
i=1

|ei〉〈ei|. (5.13)

çäåñü | � òà ñàìàÿ ïåðåãîðîäêà, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ âî âñåõ

èíâàðèàíòíûõ âûðàæåíèÿõ.
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íàïðàâëåíèÿìè

Óñëîâèå ïîëíîòû îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàí-

ñòâà ñîñòîÿíèé |v〉 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî îðòîíîðìèðîâàí-
íîìó áàçèñó, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âåðòèêàëüíóþ ÷åðòó

ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì.

È âîîáùå, óñëîâèå ïîëíîòû ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü îò èíâàðè-

àíòíîé ôîðìû çàïèñè ê ìàòðè÷íîé è îáðàòíî íà îñíîâå ÷èñòî

ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû.

Íàïðèìåð, çàïèøåì âûðàæåíèå 〈v|Q̂|v〉 â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

〈v|Q̂|v〉 = 〈v|ÊQ̂Ê|v〉 = 〈v|(|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)Q̂(|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)|v〉 =

〈v|e1〉〈e1|Q̂|e1〉〈e1|v〉 + 〈v|e1〉〈e1|Q̂|e2〉〈e2|v〉 + 〈v|e2〉〈e2|Q̂|e1〉〈e1|v〉+
〈v|e2〉〈e2|Q̂|e2〉〈e2|v〉,

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (5.6) è (5.9), ïðîäîëæàåì:

〈v|Q̂|v〉 =

2∑
i,j=1

〈v|ei〉〈ei|Q̂|ej〉〈ej|v〉 =

2∑
i,j=1

v∗iQijvj,

çäåñü v∗i è vj � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåê-

òîðîâ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, Qij � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðà-

òîðà Q̂.

Îòñþäà èñêîìîå ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå èìååò âèä: v†Qv.

Ýòîò ðåçóëüòàò, ïðÿìî ñêàæåì, íå âïå÷àòëÿåò: ìîæíî áûëî

ñðàçó çàïèñàòü ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå. Íî èíîãäà ðàññìîòðåííûé

ïðè¼ì áûâàåò ïîëåçíûì.

5.5 Èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ óãëà

ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

Âûðàæåíèå (4.36)) äëÿ óãëà β ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

ìîæíî çàïèñàòü â èíâàðèàíòíîé ôîðìå:
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cos2 β/2 = |〈d2|d1〉|2 = |〈d1|d2〉|2 = 〈d2|M̂1|d2〉 = 〈d1|M̂2|d1〉. (5.14)

çäåñü M̂1 = |d1〉〈d1| è M̂2 = |d2〉〈d2|.
Ïóñòü òåïåðü íàïðàâëåíèÿ |d1〉 è |d2〉 ñîâïàäàþò, ò. å. |d1〉 =

|d2〉 = |d〉, òîãäà β = 0, cos2 β/2 = 1. Îòñþäà |〈d|d〉| = 1 è ‖d‖ = 1.

Ïîëó÷èëñÿ óæå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò: íàïðàâëåíèÿ ôèçè-

÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæàþò ëèøü âåêòîðû ñîñòîÿ-

íèÿ, íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó.

Âåêòîðû |e1〉 è |e2〉 íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà,

êàê è ëþáûå íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé, çàäàþò íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ â ôèçè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Óãîë ìåæäó ýòèìè äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå:

cos2 β/2 = |〈e2|e1〉|2 = 0, îòñþäà β/2 = 90◦, β = 180◦. (5.15)

Èòàê, îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå ñî-

ñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþò âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûå åäè-

íè÷íûå âåêòîðû ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

È íàîáîðîò, äâóì âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûì åäèíè÷-

íûì âåêòîðàì ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

1

2
1

2

Ðèñ. 5.1: Ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå (ñëåâà) è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-

íèé (ñïðàâà)
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5.6 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ

5.6 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

5.6.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ñëó÷àè, êîãäà íåíóëåâîé âåê-

òîð |x〉 â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Q̂ óìíî-

æàåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî:

Q̂|x〉 = λ|x〉. (5.16)

Íåíóëåâûå âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêîìó óñëîâèþ, íàçû-

âàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñ-

ëà íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà Q̂.

Óðàâíåíèå (5.16) ìîæíî çàïèñàòü òàê: Q̂|x〉 = λÊ|x〉.
Ïåðåíåñ¼ì λÊ|x〉 èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â ëåâóþ, òîãäà

ñïðàâà îñòàíåòñÿ íóëåâîé âåêòîð |0〉, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî â

ëþáîì áàçèñå ðàâíû íóëþ. È ïîëó÷èì:

(Q̂− λÊ)|x〉 = |0〉.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïðåäåëåíû ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè íåêî-

òîðûé âåêòîð |x〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ò. å. óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ Q̂|x〉 = λ|x〉, òî âåêòîð α|x〉, ãäå α 6= 0, òîæå óäî-

âëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ, ïîñêîëüêó îïåðàòîð Q̂ ëèíåéíûé.

5.6.2 Ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðè÷íûå ýëå-

ìåíòû îïåðàòîðà Q̂ áóäóò Qij, à êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà

|x〉 ïî ýòîìó æå áàçèñó áóäóò xj. Êðîìå òîãî, â ëþáîì îðòîíîðìè-
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ðîâàííîì áàçèñå (Ê)ij = δij. Òîãäà çàïèñûâàÿ ïðåäûäóùåå óðàâ-

íåíèå â ìàòðè÷íîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

2∑
j=1

(Qij − λδij)xj = 0, i = 1, 2,

÷òî îçíà÷àåò:

(Q11 − λ)x1 + Q12x2 = 0,

Q21x1 + (Q22 − λ)x2 = 0.
(5.17)

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà −Q21, à âòîðîå íà (Q11 − λ), à

çàòåì èõ ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì:

[(Q11 − λ)(Q22 − λ)−Q21Q12]x2 = 0.

Î÷åâèäíîå ðåøåíèå x2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x1 = 0 íàñ íå èí-

òåðåñóåò. Åñòü åù¼ îäíà âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü ïîñëåäíåìó

ðàâåíñòâó: íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûðàæåíèå â êâàäðàò-

íûõ ñêîáêàõ áûëî ðàâíî íóëþ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îïðåäåëè-

òåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.17) áûë áû ðàâåí íóëþ:

∆ =

∣∣∣∣Q11 − λ Q12

Q21 Q22 − λ

∣∣∣∣ = (Q11 − λ)(Q22 − λ)−Q21Q12 = 0.

Ìû èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî λ. Òàêîå óðàâ-

íåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì èëè âåêîâûì. Ðåøèâ

åãî, ïîëó÷èì äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 è λ2.

Èòàê, ó ñèñòåìû (5.17) èìååòñÿ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé íå ïðè ëþáûõ λ, à ëèøü òîãäà, êîãäà λ ðàâíà ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà Q̂.

Äàëåå, â ñèñòåìå (5.17) x1 ìîæíî ïðèíÿòü çà àðãóìåíò, à x2

çà ôóíêöèþ, èëè íàîáîðîò. Â ëþáîì ñëó÷àå êàæäîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû çàäà¼ò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿìóþ ëèíèþ,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Äâå ïðÿìûå, êàê èçâåñòíî,
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5.6 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ

ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå, è ýòîé òî÷êîé â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò: x1 = x2 = 0. Íî òàêîå

ðåøåíèå íàñ íå èíòåðåñóåò.

Íàñ èíòåðåñóþò ëèøü îñîáûå ñëó÷àè, êîãäà èìååòñÿ áåñ÷èñ-

ëåííîå ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðåøåíèé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî

� âî-ïåðâûõ, λ ðàâíî λ1 èëè λ2,

� âî-âòîðûõ, äâå ïðÿìûå ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäà-

þò è óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.17), èëè æå èõ ìîæíî ñäåëàòü ñîâïà-

äàþùèìè, ïîòîìó ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðè x1 è

x2 ïðîïîðöèîíàëüíû. È òîãäà îò ñèñòåìû (5.17) îñòàíåòñÿ ëèøü

êàêîå-òî îäíî óðàâíåíèå.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (5.17) λ = λ1 íåêî-

òîðîå ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x1 6= 0, èç ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå x2. Âåëè÷èíû x1 è x2 ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè

êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïî

âûáðàííûì áàçèñíûì âåêòîðàì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîáñòâåííûé

âåêòîð ìîæíî íîðìèðîâàòü.

Àíàëîãè÷íî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó (5.17) λ = λ2, ïîëó-

÷èì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

5.6.3 Ïðèìåð. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû îïåðàòîðà σ̂y

Ïóñòü îïåðàòîð σ̂y èçîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé

Ïàóëè σy =

(
0 −i
i 0

)
. Âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ

èìåííî â ýòîì áàçèñå.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (5.16) è (5.17) ïðè-

íèìàåò âèä:(
0 −i
i 0

)(
x1

x2

)
= λ

(
x1

x2

)
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
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−λx1 − ix2 = 0,

ix1 − λx2 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå∣∣∣∣−λ −ii −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = (λ− 1)(λ + 1) = 0

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λ1 = 1 è λ1 = −1.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íå¼

ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê îäíîìó íåçàâèñèìîìó

óðàâíåíèþ.

Íàïðèìåð, ïðè λ = λ1 = 1 ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó

x2 = ix1.

Ïóñòü x1 = reiα1, ò. å. ðàâíî ïðîèçâîëüíîìó êîìïëåêñíîìó

÷èñëó ñ íåíóëåâûì ìîäóëåì, r 6= 0 . Òîãäà ñîáñòâåííûé âåêòîð(
x1

x2

)
áóäåò èçîáðàæàòüñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì

(
reiα1

rieiα1

)
.

Åãî íîðìà ðàâíà:√(
re−iα1 r(−i)e−iα1

)( reiα1
rieiα1

)
=
√
r2 + r2 = r

√
2.

Íàêîíåö, ðàçäåëèâ âåêòîð íà åãî íîðìó, ïîëó÷èì ïåðâûé ñîá-

ñòâåííûé âåêòîð, íîðìèðîâàííûé íà åäèíèöó: y1 = eiα1√
2

(
1

i

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì è âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð ïðè λ =

λ2 = −1.

Â èòîãå èìååì:

y1 =
eiα1√

2

(
1

i

)
, ïðè λ1 = 1 è y2 =

eiα2√
2

(
1

−i

)
, ïðè λ2 = −1.

(5.18)

Òàê íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
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Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, íî òàì äîáàâ-

ëÿþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð, âîçìîæíî âûðîæäå-

íèå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè,

ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ

äåòàëåé ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ñèñòåìàòè÷åñêèì êóðñàì ëèíåéíîé

àëãåáðû.

5.7 Ñâîéñòâà ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ

5.7.1 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðà-
òîðîâ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Îïåðàòîð Ĝ íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, èëè ñàìîñîïðÿ-

æ¼ííûì, åñëè îí íå ìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ýðìèòîâîãî

ñîïðÿæåíèÿ: Ĝ† = Ĝ.

Äîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ îïåðà-

òîðîâ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü λi è |gi〉, i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà Ĝ. Ïóñòü òàêæå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó: 〈gi|gi〉 = 1.

Òîãäà 〈gi|Ĝ|gi〉 = 〈gi|λi|gi〉 = λi〈gi|gi〉 = λi.

Â ñèëó ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà Ĝ èìååì: (〈gi|Ĝ|gi〉)† = 〈gi|Ĝ†|gi〉 =

〈gi|Ĝ|gi〉, è, çàïèñûâàÿ ýòó öåïî÷êó óðàâíåíèé â îáðàòíîì ïîðÿä-

êå, ïîëó÷àåì: 〈gi|Ĝ|gi〉 = (〈gi|Ĝ|gi〉)† = λ†i = λ∗i .

Èòàê, 〈gi|Ĝ|gi〉 = λi = λ∗i .

Ñëåäîâàòåëüíî, λi ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

5.7.2 Ïðåäñòàâëåíèå ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà â åãî
ñîáñòâåííîì áàçèñå

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå:
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〈gi|Ĝ|gj〉 = 〈gi|(Ĝ|gj〉) = 〈gi|(λj|gj〉) = λj〈gi|gj〉. (5.19)

Â ñèëó ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà Ĝ, à òàêæå ïîòîìó, ÷òî ýðìèòî-

âî ñîïðÿæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ýêâèâàëåíòíî åãî êîìïëåêñ-

íîìó ñîïðÿæåíèþ, ýòî æå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïî-

èíîìó:

〈gi|Ĝ|gj〉 = 〈gi|Ĝ†|gj〉 = (Ĝ|gi〉)†|gj〉 = (λi|gi〉)†|gj〉 =

λ†i〈gi|gj〉 = λ∗i 〈gi|gj〉 = λi〈gi|gj〉.

Âû÷èòàÿ âòîðîå âûðàæåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì: (λj−λi)〈gi|gj〉 =

0.

Îòñþäà 〈gi|gj〉 = 0, ò. å. ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî

îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíû, ïî êðàéíåé ìåðå, â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå ðàâíû, λj 6= λi.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû |g1〉 è |g2〉 íîðìèðî-
âàíû, ïîòîìó ÷òî åñëè ýòî íå òàê, òî èõ âñåãäà ìîæíî íîðìèðî-

âàòü. Òîãäà âåêòîðû ñîñòàâÿò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: 〈gi|gj〉 =

δij, i, j = 1, 2, è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5.19), ïîëó-

÷èì ôîðìóëó äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

Gij = 〈gi|Ĝ|gj〉 = λj〈gi|gj〉 = λjδij, i, j = 1, 2.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà òàêîâà: G =

(
λ1 0

0 λ2

)
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà â åãî ñîáñòâåííîì áàçèñå ðàâíû

íóëþ, à äèàãîíàëüíûå � ðàâíû ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàòðèöà ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà, ïðåäñòàâ-

ëåííîãî â åãî ñîáñòâåííîì áàçèñå, äèàãîíàëüíà.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (5.11) è âîññòàíîâèì îïåðà-

òîð Ĝ ïî åãî ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì:
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Ĝ = λ1|g1〉〈g1| + λ2|g2〉〈g2| =
2∑
i=1

λi|gi〉〈gi|. (5.20)

Èìåííî òàê èçîáðàæàåòñÿ ëþáîé ýðìèòîâ îïåðàòîð â ñâî¼ì

ñîáñòâåííîì áàçèñå.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà íå ðàâíû, λ1 6= λ2. Òåïåðü äîïóñòèì,

÷òî äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïîñòåïåííî ñáëèæàþòñÿ, ò. å. λ1 è

λ2 ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ λ. Òîãäà ñîáñòâåííûå

âåêòîðû áóäóò îñòàâàòüñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Íàêîíåö, è â ïðåäåëå,

êîãäà λ1 = λ2 = λ, îíè îñòàíóòñÿ òàêîâûìè.

Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà èëè èçíà÷àëüíî îðòîãîíàëü-

íû, èëè, åñëè îíè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-

íèé îêàçàëèñü íåîðòîãîíàëüíûìè, èõ ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü, ò.

å. çàìåíèòü íà ýêâèâàëåíòíûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû. Ñòðîãîå

îáîñíîâàíèå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ â ñèñòåìàòè÷åñêèõ

êóðñàõ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Èòàê, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà âñåãäà îðòîãî-

íàëüíû.

5.8 Îïåðàòîð ñïèíà

5.8.1 Âûâîä ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðà ñïèíà

Çàïèøåì óðàâíåíèå (5.3) â íåñêîëüêî èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ: âìå-

ñòî |d〉 áóäåì ïèñàòü |d+〉, à âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

îáîçíà÷èì êàê |z+〉 è |z−〉:

|d+〉 = cos
θ

2
|z+〉 + sin

θ

2
eiϕ|z−〉. (5.21)
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çäåñü 〈z+|z+〉 = 〈z−|z−〉 = 1, 〈z+|z−〉 = 〈z−|z+〉 = 0, θ è ϕ �

óãëû ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå â

ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èçîáðàæàåìîå âåêòîðîì |d+〉.
Âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå |d−〉,

ïîëó÷èì, âûïîëíèâ çàìåíû θ −→ 180◦ − θ è ϕ −→ 180◦ + ϕ:

|d−〉 = sin
θ

2
|z+〉 − cos

θ

2
eiϕ|z−〉. (5.22)

Âåêòîðû |d+〉 è |d−〉, êàê è ëþáûå âåêòîðû, çàäàþùèå ïðî-

òèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îðòîãî-

íàëüíû (cì. ï. ï. 5.5): 〈d+|d−〉 = 〈d−|d+〉 = 0 è, êðîìå òîãî, îíè

íîðìèðîâàíû: 〈d+|d+〉 = 〈d−|d−〉 = 1.

Èòàê, âåêòîðû |d+〉 è |d−〉 ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ.

Íàçîâ¼ì

σ̂d = |d+〉〈d+| − |d−〉〈d−|
îïåðàòîðîì ïðîåêöèè cïèíà íà íàïðàâëåíèå |d+〉, èëè êî-
ðîòêî, îïåðàòîðîì cïèíà, ïðè÷¼ì âñ¼ îñòàëüíîå, ÷òî åñòü â

ïîëíîì íàçâàíèè, áóäåò ìîë÷à ïîäðàçóìåâàòüñÿ.

Òåðìèí ¾îïåðàòîð cïèíà¿ âçÿò èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íî ïî-

êà äëÿ íàñ ýòî ïðîñòî íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ,

êîòîðàÿ ïîçæå áóäåò íàïîëíåíà ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

Îïåðàòîð ñïèíà ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîäñòà-

âèâ â ôîðìóëó äëÿ σ̂d âûðàæåíèÿ |d+〉 è |d−〉. Íî ïðîùå âñåãî åãî
âîññòàíîâèòü èç ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðè÷íîé çàïèñè (4.29):

σ̂d = |d+〉〈d+| − |d−〉〈d−| = nσ̂x + mσ̂y + lσ̂z
èëè

σ̂d(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ)σ̂x + (sin θ sinϕ)σ̂y + (cos θ)σ̂z.

(5.23)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð cïèíà σ̂d = |d+〉〈d+| − |d−〉〈d−| ÿâëÿ-
åòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì: σ̂†d = σ̂d.
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5.8 Îïåðàòîð ñïèíà

5.8.2 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðîâ σ̂x, σ̂y è σ̂z

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5.23), à òàêæå òî, ÷òî âåêòî-

ðû |d+〉 è |d−〉 ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, óáåäèìñÿ,

÷òî σ̂d|d+〉 = 1 · |d+〉 è σ̂d|d−〉 = (−1) · |d−〉.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà èìååò äâà ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: λ1 = 1 è λ2 = −1.

Èç óðàâíåíèé (5.21), (5.22) è (5.23) ïðè θ = 0◦, ϕ = 180◦, ñ

ó÷¼òîì ôîðìóëû Ýéëåðà, eiϕ = cosϕ + i sinϕ, ïîëó÷èì:

|d+〉 = |z+〉, |d−〉 = |z−〉,

σ̂d = σ̂z = |z+〉〈z+| − |z−〉〈z−|. (5.24)

ïðè÷¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðû |z+〉 ïðè λ1 = 1 è |z−〉 ïðè λ2 =

−1, òàê æå êàê è âåêòîðû |d+〉, |d−〉, ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû èìåþò ñàìûé ïðîñòîé

âèä:

z+ =

(
1

0

)
, z− =

(
0

1

)
.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà σ̂z òàêîâû: 〈z+|σ̂z|z+〉 = 1 ,

〈z+|σ̂z|z−〉 = 0 è ò. ä. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà σ̂z

ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé σz-ìàòðèöåé Ïàóëè: σz =

(
1 0

0 −1

)
.

Äàëåå, èç óðàâíåíèé (5.21), (5.22) è (5.23) ïðè θ = 90◦, ϕ = 0◦,

ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû Ýéëåðà, eiϕ = cosϕ + i sinϕ, ïîëó÷èì, ïåðå-

îáîçíà÷èâ |d+〉 = |x+〉 è |d−〉 = |x−〉:
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|x+〉 = (|z+〉 + |z−〉)/
√

2 ïðè λ1 = 1,

|x−〉 = (|z+〉 − |z−〉)/
√

2 ïðè λ2 = −1.

σ̂d = σ̂x = |x+〉〈x+| − |x−〉〈x−|, òî åñòü

σ̂x = 1
2(|z+〉 + |z−〉)(〈z+| + 〈z−|)− 1

2(|z+〉 − |z−〉)(〈z+| − 〈z−|) =

|z+〉〈z−| + |z−〉〈z+|.
(5.25)

Â áàçèñå |z+〉 è |z−〉 âåêòîðû |x+〉 è |x−〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ìàòðèöàìè-ñòîëáöàìè:

x+ =
1√
2

(
1

1

)
, ïðè λ1 = 1, è x− =

1√
2

(
1

−1

)
, ïðè λ2 = −1.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà σ̂x âû÷èñëÿþòñÿ êàê îáû÷íî:

〈z+|σ̂x|z+〉 = 〈z+|(|z+〉〈z−| + |z−〉〈z+|)|z+〉 = 0 ,

〈z+|σ̂x|z−〉 = 〈z+|(|z+〉〈z−| + |z−〉〈z+|)|z−〉 = 1 è ò. ä.

È îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà σ̂x â ïðèíÿòîì áàçèñå

ÿâëÿåòñÿ σx-ìàòðèöåé Ïàóëè: σx =

(
0 1

1 0

)
.

Àíàëîãè÷íî ïðè θ = 90◦, ϕ = 90◦, ïåðåîáîçíà÷èâ |d+〉 = |y+〉
è |d−〉 = |y−〉, ïîëó÷àåì:

|y+〉 = (|z+〉 + i|z−〉)/
√

2 ïðè λ1 = 1,

|y−〉 = (|z+〉 − i|z−〉)/
√

2 ïðè λ2 = −1.

σ̂d = σ̂y = |y+〉〈y+| − |y−〉〈y−| = −i|z+〉〈z−| + i|z−〉〈z+|.
(5.26)

Âåêòîðû |y+〉 è |y−〉 â áàçèñå |z+〉 è |z−〉 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè-

ñòîëáöàìè:

y+ =
1√
2

(
1

i

)
, ïðè λ1 = 1, è y− =

1√
2

(
1

−i

)
, ïðè λ2 = −1.
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à ìàòðèöà îïåðàòîðà σ̂y îêàçûâàåòñÿ σy-ìàòðèöåé Ïàóëè: σy =(
0 −i
i 0

)
.

Íàêîíåö, âñå ïîëó÷åííûå çäåñü âåêòîðû ñîñòîÿíèé èëè ñîîò-

âåòñòâóþùèå èì ìàòðèöû-ñòîëáöû çàäàþò íåêîòîðûå íàïðàâëå-

íèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è, êàê èçâåñòíî (ñì. ï. ï. 4.3.4),

îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîæè-

òåëÿ ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì, eiα.

Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû y+ è y− ìîæíî çàïèñàòü òàê:

y+ =
eiα1√

2

(
1

i

)
, ïðè λ1,= 1 è y− =

eiα2√
2

(
1

−i

)
, ïðè λ2 = −1.

Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òî÷íî òàêèå æå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè

íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà

σ̂y (ñì. ðàâåíñòâà (5.18)).

5.9 Ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê

äðóãîìó

5.9.1 Î òîì, êàê íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

Ðåøàÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òåë â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,

ìû îáû÷íî çàäà¼ìñÿ íåêîòîðîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, è âñå ñîîò-

íîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, çàïèñûâàåì â ýòîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Àíàëîãè÷íî, ðåøàÿ çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ìû çàäà¼ìñÿ òåì èëè èíûì îðòîíîðìè-

ðîâàííûì áàçèñîì, à çàòåì âñå âåêòîðû è îïåðàòîðû ïðåäñòàâ-

ëÿåì â ýòîì áàçèñå, ò. å. ìû âûáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,

âûáîð îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, àíà-
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ëîãè÷åí âûáîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î

äâèæåíèè òåë â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îáû÷íî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àþò ñîáñòâåííûå íàçâà-

íèÿ ïî èìåíàì òåõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå â äàí-

íîì ïðåäñòàâëåíèè äèàãîíàëüíû.

Íàïðèìåð, ïðèâåä¼ííûå â ï. ï. 5.8.2 ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïå-

ðàòîðîâ σ̂x, σ̂y è σ̂z çàïèñàíû â z-ïðåäñòàâëåíèè, ò. ê. îïåðàòîð

σ̂z â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè äèàãîíàëåí, à èìåííî, σz =

(
1 0

0 −1

)
.

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü ýòè ôîðìóëû, íàïðèìåð, â x-

ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî â âûðàæåíèÿõ äëÿ |y+〉 è |y−〉, à òàêæå
â ôîðìóëàõ σ̂y = |y+〉〈y+| − |y−〉〈y−|, σ̂z = |z+〉〈z+| − |z−〉〈z−|,
è âîîáùå òàì, ãäå âñòðå÷àþòñÿ |z+〉 è |z−〉 ñëåäóåò ïðîèçâåñòè

çàìåíó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (5.25):

|z+〉 = (|x+〉 + |x−〉)/
√

2 è |z−〉 = (|x+〉 − |x−〉)/
√

2,

à çàòåì çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû.

Âûïîëíèòå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíå-

íèÿ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó

â ñàìîì îáùåì âèäå.

5.9.2 Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü äàíû äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà 〈e(a)
i |e

(a)
j 〉 = δij è

〈e(b)
i |e

(b)
j 〉 = δij, i, j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ïîëíîòû

(5.13):

| = |e(a)
1 〉〈e

(a)
1 | + |e

(a)
2 〉〈e

(a)
2 | è | = |e(b)

1 〉〈e
(b)
1 | + |e

(b)
2 〉〈e

(b)
2 |.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð |d〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áàçèñå (a) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
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|d〉 = (|e(a)
1 〉〈e

(a)
1 | + |e

(a)
2 〉〈e

(a)
2 |)|d〉 = 〈e(a)

1 |d〉|e
(a)
1 〉 + 〈e(a)

2 |d〉|e
(a)
2 〉,

ò. å. |d〉 =

2∑
i=1

〈e(a)
i |d〉|e

(a)
i 〉.

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿåì âåêòîð |d〉 â áàçèñå (b):

|d〉 =

2∑
i=1

〈e(b)
i |d〉|e

(b)
i 〉.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ 〈e(a)
i |d〉 è 〈e

(b)
i |d〉 � êîýôôèöèåíòû, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèå âåêòîð |d〉 â áàçèñàõ (a) è (b) ñîîòâåòñòâåííî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñíîâà óñëîâèåì ïîëíîòû è âûðàçèì 〈e(b)
i |d〉 ÷å-

ðåç 〈e(a)
i |d〉:

〈e(b)
i |d〉 = 〈e(b)

i |(|e
(a)
1 〉〈e

(a)
1 |+|e

(a)
2 〉〈e

(a)
2 |)|d〉 = 〈e(b)

i |e
(a)
1 〉〈e

(a)
1 |d〉+〈e

(b)
i |e

(a)
2 〉〈e

(a)
2 |d〉,

ò. å. 〈e(b)
i |d〉 =

2∑
j=1

〈e(b)
i |e

(a)
j 〉〈e

(a)
j |d〉 =

2∑
j=1

Uij〈e(a)
j |d〉, i = 1, 2.

Çäåñü Uij = 〈e(b)
i |e

(a)
j 〉, i, j = 1, 2 � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû U, çàäàþùåé ïåðåõîä îò (a)-ïðåäñòàâëåíèÿ ê (b)-ïðåäñòàâëåíèþ,

òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà U èìååò ñëåäóþùèé âèä:

U =

(
〈e(b)

1 |e
(a)
1 〉 〈e

(b)
1 |e

(a)
2 〉

〈e(b)
2 |e

(a)
1 〉 〈e

(b)
2 |e

(a)
2 〉

)
.

Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ìàòðè÷íîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü

òàê:
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d(b) = Ud(a). (5.27)

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò (b)-ïðåäñòàâëåíèÿ

ê (a)-ïðåäñòàâëåíèþ:

d(a) = U′d(b).

çäåñü U ′ij = 〈e(a)
i |e

(b)
j 〉, i, j = 1, 2, ò. å. ìàòðèöà U′ âûãëÿäèò

òî÷íî òàê æå, êàê ìàòðèöà U, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: (a) è (b)

ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò:

d(b) = UU′d(b) = Ed(b), d(a) = U′Ud(a) = Ed(a).

Ò.å. UU′ = U′U = E. Òî÷íî òàêèì æå ñîîòíîøåíèÿì óäîâëå-

òâîðÿþò âçàèìíîîáðàòíûå ìàòðèöû, ñëåäîâàòåëüíî, U′ = U−1 è

U ′ij = U−1
ij = 〈e(a)

i |e
(b)
j 〉, i, j = 1, 2.

Ïðîäîëæàåì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà 〈e(a)
i |e

(b)
j 〉 =

〈e(b)
j |e

(a)
i 〉† = 〈e(b)

j |e
(a)
i 〉∗:

U−1 = U′ =

(
〈e(a)

1 |e
(b)
1 〉 〈e

(a)
1 |e

(b)
2 〉

〈e(a)
2 |e

(b)
1 〉 〈e

(a)
2 |e

(b)
2 〉

)
=

(
〈e(b)

1 |e
(a)
1 〉∗ 〈e

(b)
2 |e

(a)
1 〉∗

〈e(b)
1 |e

(a)
2 〉∗ 〈e

(b)
2 |e

(a)
2 〉∗

)
=

(
〈e(b)

1 |e
(a)
1 〉∗ 〈e

(b)
1 |e

(a)
2 〉∗

〈e(b)
2 |e

(a)
1 〉∗ 〈e

(b)
2 |e

(a)
2 〉∗

)T

=

(
〈e(b)

1 |e
(a)
1 〉 〈e

(b)
1 |e

(a)
2 〉

〈e(b)
2 |e

(a)
1 〉 〈e

(b)
2 |e

(a)
2 〉

)†
= U†.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà U ÿâëÿåòñÿ óíè-

òàðíîé, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó U−1 = U† (ñîîòíîøå-

íèå (3.21)).

Òåïåðü çàìåíèì îáîçíà÷åíèÿ íà áîëåå óäîáíûå. Ðàâåíñòâî (5.27)

çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:
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d′ = Ud,

çäåñü U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà,

U =

(
〈e′1|e1〉 〈e′1|e2〉
〈e′2|e1〉 〈e′2|e2〉

)
, (5.28)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: U† · U = U · U† = E.

Òåïåðü ïóñòü äàíî ðàâåíñòâî

|b〉 = Q̂|d〉,

ñîãëàñíî êîòîðîìó â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà Q̂ íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |d〉 ïîëó÷àåòñÿ
íåêîòîðûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |b〉. Â íåøòðèõîâàííîì è â øòðè-

õîâàííîì áàçèñàõ ðàâåíñòâî |b〉 = Q̂|d〉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ìàòðè÷íûìè ðàâåíñòâàìè: b = Qd è b′ = Q′d′, ïðè÷¼ì

d′ = Ud è b′ = Ub.

Âûÿñíèì, êàê âçàèìîñâÿçàíû ìàòðèöû Q è Q′.

Èç b′ = Q′d′ ñëåäóåò: Ub = Q′Ud. Òîãäà

U†Ub = Eb = b = (U†Q′U)d = Qd.

Îòñþäà U†Q′U = Q.

Îáðàòèì ýòî ðàâåíñòâî, äîìíîæàÿ ñëåâà íà U è ñïðàâà íà U†:

UU†Q′UU† = EQ′E = UQU†.

È, îêîí÷àòåëüíî, Q′ = UQU†.

Ïîäâåä¼ì èòîãè.

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû

d′ = Ud, (d†)′ = d†U†,

Q′ = UQU†,

çäåñü U† · U = U · U† = E,

(5.29)

äî ñèõ ïîð èíòåðïðåòèðîâàëèñü ¾ïàññèâíûì¿ îáðàçîì (ñì. ï. ï.

3.7.2).
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |d〉 è äåéñòâóþùèé â ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂ ïðåäñòàâëåíû ïî-ðàçíîìó

â øòðèõîâàííîì è íåøòðèõîâàííîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå,

à ñîîòíîøåíèÿ (5.28) è (5.29) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ

ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Âîçìîæíà àêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ æå ôîðìóë. Íî ïðåæ-

äå ââåä¼ì îïðåäåëåíèå óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïåðàòîð Û, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ÛÛ† = Û†Û = Ê,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, Û† = Û−1, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðà-

òîðîì.

Óíèòàðíûé îïåðàòîð Û ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå; ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ìîæ-

íî ïîëó÷èòü, çàïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (5.29) â èíâàðèàíòíîé ôîðìå:

|d′〉 = Û|d〉 〈d′| = 〈d|Û†,

Q̂′ = ÛQ̂Û†.

(5.30)

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì àêòèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñîîòíîøåíèé

(5.29).

Êàê èçâåñòíî, âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |d〉 è äåéñòâóþùèé â ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂ èçîáðàæàþòñÿ â íåêî-

òîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé-ñòîëáöîì d è êâàäðàò-

íîé ìàòðèöåé Q. Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà Û,

èçîáðàæàåìîãî â ïðèíÿòîì áàçèñå óíèòàðíîé ìàòðèöåé U, âåê-

òîð |d〉 ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèé |d′〉, à îïåðàòîð Q̂

ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé îïåðàòîð Q̂′, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (5.30).

Íîâûé âåêòîð |d′〉 è íîâûé îïåðàòîð Q̂′ èçîáðàæàþòñÿ â ïðèíÿ-

òîì áàçèñå ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (5.29) ìàòðèöåé-ñòîëáöîì d′ è

êâàäðàòíîé ìàòðèöåé Q′.

5.9.3 Ñâîéñòâà óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
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Ïðèâåä¼ííûå íèæå ñâîéñòâà ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé (5.30).

1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ïðè óíèòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñîõðàíÿþòñÿ.

Èç óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðîâ,

Q̂|x〉 = λ|x〉 ïîëó÷àåì:

ÛQ̂Û†Û|x〉 = λÛ|x〉, ò. å. Q̂′|x′〉 = λ|x′〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íåêîòîðîå çíà÷åíèå λ1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ Q̂|x〉 = λ|x〉, òî λ1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Q̂′|x′〉 = λ|x′〉.
Èòàê, λ1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è îïåðàòîðà Q̂, è

îïåðàòîðà Q̂′. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàâ-

ëÿþò íåèçìåííûìè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ.

2. Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàâëÿþò íåèçìåííû-

ìè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíî âçÿòûõ

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèÿ:

〈b′|d′〉 = 〈b|Û†Û|d〉 = 〈b|Ê|d〉 = 〈b|d〉.

3. Óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàâëÿþò íåèçìåííû-

ìè âûðàæåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà: 〈b|Q̂|d〉, çäåñü Q̂ � íåêîòî-

ðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.

〈b′|Q̂′|d′〉 = 〈b|Û†(ÛQ̂Û†)Û|d〉 = 〈b|(Û†Û)Q̂(Û†Û)|d〉 = 〈b|ÊQ̂Ê|d〉 = 〈b|Q̂|d〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, ñêà-

ëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ 〈b|d〉, âûðàæåíèÿ âèäà 〈b|Q̂|d〉 ìîæíî âû-
÷èñëÿòü â ëþáîì áàçèñå, ò. å. ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé íå çàâèñèò

îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî íå äîëæíî óäèâëÿòü: âñ¼ çäåñü ïå-

ðå÷èñëåííîå èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàáëþäàåìîé
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êàðòèíå ðåàëüíîñòè (ñì. ï. ï. 6.4), êîòîðàÿ íå çàâèñèò òîãî ïðî-

èçâîëà, êîòîðûé ìû âûíóæäåíû âíîñèòü â ìàòåìàòè÷åñêèå ôîð-

ìóëû ïðè îïèñàíèè ðåàëüíîñòè.
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Ãëàâà 6

Cïèí 1/2

6.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îñíîâàíèÿ è ìà-

òåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå

6.1.1 Î ñîáñòâåííîì ìîìåíòå èìïóëüñà (ñïèíå)
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Ïîðà íàïîëíèòü îïèñàííóþ âûøå ìàòåìàòè÷åñêóþ ñõåìó ôè-

çè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êî-

òîðàÿ, òåì íå ìåíåå, ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ñóùåñòâåííûå îñî-

áåííîñòè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíîñòè,

ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñî ñïèíîì 1/2.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì, èñòî÷íèêîì ìàãíå-

òèçìà ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè. Ïðè âðàùåíèè çàðÿæåííûõ

òåë ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ò. å. âîçáóæäàþò-

ñÿ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ìàãíåòèçì.

Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà âåùåñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàãíèòíûì

ìîìåíòîì.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò è ìîìåíò èìïóëü-

ñà (ïðèìåíÿþòñÿ èíûå òåðìèíû: ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ,

óãëîâîé ìîìåíò), õàðàêòåðèçóþùèé êîëè÷åñòâî âðàùàòåëüíîãî

äâèæåíèÿ, òåñíî âçàèìîñâÿçàíû.
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Â êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ðåàëüíîñòè òàêàÿ ñâÿçü òîæå èìå-

åò ìåñòî, ïðè÷¼ì, äàæå â ÷èñòî êâàíòîâûõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà î

âðàùåíèè, êàê îá àíàëîãå êëàññè÷åñêîãî âðàùåíèÿ, ãîâîðèòü íå

ïðèõîäèòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå ¾ñïèí¿ (îò àíãë. spin � âðàùàòüñÿ, âåðòåòüñÿ) � ñîáñòâåííûé

ìîìåíò èìïóëüñà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ýëåìåí-

òàðíûõ ÷àñòèö, èìåþùèé êâàíòîâóþ ïðèðîäó è íå ñâÿçàííûé ñ

ïåðåìåùåíèåì ñèñòåìû èëè ÷àñòèöû êàê öåëîãî.

Ìîìåíò èìïóëüñà èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è h̄� ïðè-

âåä¼ííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, h̄ = 1, 054572 · 10−27 ýðã·c. Ïîýòîìó
ñïèí, êàê ïðàâèëî, èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ h̄.

Â 1925 ãîäó Äæ. Óëåíáåê è Ñ. Ãàóäñìèò, èñõîäÿ èç àíàëèçà

ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ äàííûõ, óñòàíîâèëè, ÷òî ýëåêòðîí îáëàäà-

åò ñîáñòâåííûì (ñïèíîâûì) ìîìåíòîì èìïóëüñà, ðàâíûì h̄/2 è

ñâÿçàííûì ñ íèì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, ðàâíûì ìàãíåòîíó Áîðà

µÁ = h̄e
2mc , çäåñü e è m � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà, c � ñêîðîñòü

ñâåòà.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïèí ýëåêòðîíà ðàâåí 1/2 (â åäèíèöàõ h̄).

Íåñêîëüêî ðàíüøå, â 1921 ãîäó íåìåöêèå ôèçèêè Îòòî Øòåðí

è Âàëüòåð Ãåðëàõ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèëè íàëè÷èå ó àòî-

ìîâ ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà, ò. å. ñïèíà.

Îïûò Øòåðíà-Ãåðëàõà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïó÷êè àòîìîâ

ñåðåáðà, à ïîòîì è äðóãèõ àòîìîâ, ïðîïóñêàëè ÷åðåç ñèëüíî íåîä-

íîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ìîùíûì ïîñòîÿííûì ìàã-

íèòîì. Ïîñêîëüêó àòîìû áîëüøèíñòâà ýëåìåíòîâ îáëàäàþò ñîá-

ñòâåííûìè ìîìåíòàìè èìïóëüñà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíûìè

ìîìåíòàìè, òî íà íèõ äåéñòâîâàëà ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðî-

åêöèè ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî

àòîìû îòêëîíÿëèñü îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûé ïó÷îê àòîìîâ âñåãäà ðàçäå-

ëÿëñÿ íà íåñêîëüêî ïó÷êîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàãíèòíûå ìîìåí-
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òû àòîìîâ íå ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà

ðàçäåëÿëñÿ íà äâà ïó÷êà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ è,

ñëåäîâàòåëüíî, ñïèíîâ àòîìîâ íà íàïðàâëåíèå, âûäåëåí-

íîå ìàãíèòíûì ïîëåì, èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò ïðåäñêàçàíèÿì êëàññè÷åñêîé òåî-

ðèè. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ïðîåêöèÿ ìîìåíòà

èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæíà èìåòü áåñ-

÷èñëåííîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, èíà÷å ãîâîðÿ, õàðàêòåðèçîâàòüñÿ

íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, ò. ê. ïåðâîíà÷àëüíî ìàãíèòíûå ìîìåíòû

àòîìîâ îðèåíòèðîâàíû õàîòè÷íî (íåïðåðûâíî), à ïîñëå ïðîõîæ-

äåíèÿ ÷åðåç ìàãíèòíîå ïîëå, õàîòè÷íîñòü (íåïðåðûâíîñòü ñïåê-

òðà) äîëæíà ñîõðàíèòüñÿ.

Èòàê, îïûò Øòåðíà-Ãåðëàõà ïîäòâåðäèë ïîëîæåíèå êâàíòî-

âîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè î êâàíòîâàíèè ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà àòîìîâ.

Ïîçæå óæå îäíîìó Øòåðíó óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå

ðåçóëüòàòû äëÿ ïó÷êîâ ïðîòîíîâ è ýëåêòðîíîâ. À èìåííî, ïó÷îê

ýëåêòðîíîâ èëè ïðîòîíîâ â îïûòàõ Øòåðíà-Ãåðëàõà ðàñùåïëÿåò-

ñÿ òàê æå, êàê ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà, ò. å. íà äâà ïó÷êà.

Äàëåå ìû áóäåì èìåòü â âèäó ýëåêòðîíû, íî, î÷åâèäíî, ÷òî âñå

ðåçóëüòàòû ìîæíî áóäåò äîñëîâíî ïîâòîðèòü äëÿ ëþáûõ ñèñòåì

ñî ñïèíîì 1/2.

Èòàê, â îïûòå Øòåðíà-Ãåðëàõà ìîæíî ïîëó÷èòü äâà ïó÷êà

ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûìè ñïèíàìè. Ïî-

òîì ìîæíî ïîñòàâèòü ïåðåä îäíèì èç ïó÷êîâ ïîãëîùàþùóþ ïå-

ðåãîðîäêó è òîãäà îñòàíåòñÿ ëèøü îäèí ïó÷îê, ãäå ñïèíû ýëåê-

òðîíîâ îðèåíòèðîâàíû âäîëü íåêîòîðîãî îäíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Èíà÷å ãîâîðÿ,ìîæíî ïðèãîòîâèòü ïó÷îê ýëåêòðîíîâ èëè

äàæå åäèíñòâåííûé ýëåêòðîí, ïîëÿðèçîâàííûé â íåêî-

òîðîì íàïðàâëåíèè; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ñïèíà
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ýëåêòðîíîâ(-à) íà íàïðàâëåíèå, âûäåëåííîå ìàãíèòíûì

ïîëåì, îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé h̄/2.

6.1.2 Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (5.21):

|d+〉 = cos
θ

2
|z+〉 + sin

θ

2
eiϕ|z−〉. (6.1)

çäåñü 〈z+|z+〉 = 〈z−|z−〉 = 1, 〈z+|z−〉 = 〈z−|z+〉 = 0, à θ è ϕ � óãëû

ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå â ôèçè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èçîáðàæàåìîå íîðìèðîâàííûì íà åäèíèöó

âåêòîðîì |d+〉.
Íàïðàâëåíèå îñè Oz â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäà¼òñÿ óñëî-

âèåì θ = 0◦, è òîãäà |d+〉 = |z+〉. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàïðàâëåíèå îñè
Oz èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì |z+〉. Àíàëîãè÷íî, ïðîòèâîïîëîæíîå
íàïðàâëåíèå ïðè θ = 180◦, ϕ = 0◦ èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì |z−〉.

Èíòåðïðåòèðóåì ýòî óðàâíåíèå ñ ïîçèöèé îïûòàØòåðíà-Ãåðëàõà.

Ïóñòü ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðèáîðà Øòåðíà-Ãåðëàõà áûë ïîä-

ãîòîâëåí ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, ïîëÿðèçîâàííûé, âäîëü íàïðàâëåíèÿ

|d+〉, ïðè÷¼ì óãîë ìåæäó îñüþ Oz è îñüþ ïîëÿðèçàöèè ðàâåí θ.

Çàòåì ïîëó÷åííûé ïó÷îê ýëåêòðîíîâ áûë ðàçäåë¼í âòîðûì ïðè-

áîðîìØòåðíà-Ãåðëàõà íà äâà ïó÷êà, ïîëÿðèçîâàííûõ ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì |z+〉 è |z−〉, ò. å. ñîîòâåòñòâåííî â ïîëîæèòåëüíîì è îòðè-

öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oz.

Áîëåå òîãî, åñëè áû ýëåêòðîíû ïóñêàëèñü ïî îäíîìó, òî âñ¼

ðàâíî êàæäûé ýëåêòðîí îêàçûâàëñÿ áû èëè â ñîñòîÿíèè |z+〉, èëè
â ñîñòîÿíèè |z−〉.

È ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå |d+〉 ñîäåðæèò è ñîñòîÿíèå |z+〉,
è ñîñòîÿíèå |z−〉, åñëè òîëüêî θ 6= 0◦ èëè θ 6= 180◦.

Ñëåäóåò îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ |z+〉 è |z−〉 ÿâëÿ-
þòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè, ïîýòîìó ñ ïîçèöèé êëàññè-
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÷åñêîé ôèçèêè îíè íå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â îäíîì

ñîñòîÿíèè.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå ñîñòîÿíèÿ ñâîäÿò-

ñÿ âîåäèíî íà îñíîâå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè: åñëè êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèÿõ |z+〉, |z−〉,
òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

|d+〉 = c1|z+〉 + c2|z−〉,

ãäå c1, c2 � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òîæå õàðàêòåðèçóåò

êàêîå-òî ñîñòîÿíèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Íàïðàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè çàäàþò òîëüêî íîðìèðîâàííûå íà

åäèíèöó âåêòîðû ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî òðåáóåì, ÷òî-

áû√
〈d+|d+〉 =

√
c2

1 + c2
2 = 1.

È âîîáùå, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü òàê:

åñëè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòü-

ñÿ â ñîñòîÿíèÿõ |a1〉, |a2〉, . . . |am〉, òî ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ α1|a1〉 + α2|a2〉 + . . . + αm|am〉 (çäåñü α1, α2, . . . ,

αm � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà) õàðàêòåðèçóåò, ïî-

ñëå íîðìèðîâêè, åù¼ êàêîå-òî ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû.

6.1.3 Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé

Ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ñèòóàöèþ ñ ðàñùåïëåíèåì ïó÷êà ýëåê-

òðîíîâ.

À èìåííî, ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, ïåðâîíà÷àëüíî ïîëÿðèçîâàííûé

â íàïðàâëåíèè |d+〉, ïðîïóñòèëè ÷åðåç ïðèáîð Øòåðíà-Ãåðëàõà, ñ

îðèåíòàöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü îñè Oz. È òîãäà ïó÷îê ýëåê-

òðîíîâ ðàçäåëèòñÿ íà äâà ïó÷êà, îäèí èç êîòîðûõ ïîëÿðèçîâàí

âäîëü îñè Oz (ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè |z+〉), à äðóãîé ïîëÿðèçîâàí
â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè (ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè |z−〉).
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Åñëè áû ìû çàðàíåå çíàëè, ÷òî ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â òîì

èëè èíîì îïðåäåë¼ííîì ñîñòîÿíèè, òî òàê áû è ãîâîðèëè, ÷òî

ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè. È âñ¼! Íåò íèêàêîãî ïðèí-

öèïà ñóïåðïîçèöèè!

Íî ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ñïèíà êàê êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåâîçìîæíî çàðàíåå ïðåäñêàçàòü, â êà-

êîì èìåííî ñîñòîÿíèè îêàæåòñÿ ýëåêòðîí. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ

ãîâîðèòü ëèøü î âåðîÿòíîñòÿõ îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîíà â òîì

èëè èíîì ñîñòîÿíèè.

Òîãäà äîñòîâåðíî, ò. å. ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå, îáíà-

ðóæèòñÿ èëè ñîñòîÿíèå |z+〉, èëè ñîñòîÿíèå |z−〉, è ïî ïðàâèëó ñëî-
æåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ïîëó÷èì: p++p− = 1,

çäåñü p+ � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïèí îðèåíòèðîâàí âäîëü îñè

Oz, p− � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñïèí îðèåíòèðîâàí â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè.

Äàëåå, èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïîíÿò-

íî, ÷òî ïðîåêöèÿ ñïèíà íà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè Oz, ò.

å. ïðîåêöèÿ âåêòîðà äëèíîé h̄/2, ïåðâîíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàííî-

ãî â íàïðàâëåíèè |d+〉, äîëæíà áûòü ðàâíà h̄
2 cos θ, ãäå θ ÿâëÿåòñÿ,

ïî ñóòè, óãëîì ìåæäó äâóìÿ íàçâàííûìè íàïðàâëåíèÿìè.

Íî òàêîãî íå ñëó÷èòñÿ âñëåäñòâèå êâàíòîâîãî õàðàêòåðà ñïè-

íà: ïðîåêöèÿ áóäåò èëè +h̄/2, èëè −h̄/2.

Òîãäà ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîëó÷àëîñü h̄
2 cos θ, õîòÿ áû â ñðåä-

íåì:

sñðz = σ+p+ + σ−p− =
h̄

2
p+ +

(
−h̄

2

)
p− =

h̄

2
cos θ. (6.2)

Èòàê, åñòü äâà óðàâíåíèÿ äëÿ p+ è p−:

p+ + p− = 1 = cos2 θ/2 + sin2 θ/2.

p+ − p− = cos θ = cos2 θ/2− sin2 θ/2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòè:
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p+ = P(|d+〉 → |z+〉) = cos2 θ/2 è p− = P(|d+〉 → |z−〉) = sin2 θ/2.

Òî÷íî òàêèå æå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷àþòñÿ èç

ôîðìóëû (6.1):

p+ = |〈z+|d+〉|2 = cos2 θ/2

è

p− = |〈z−|d+〉|2 = |eiϕ sin θ/2|2 = sin2 θ/2.

(6.3)

Âûðàæåíèÿ 〈z+|d+〉 è 〈z−|d+〉 è, âîîáùå, âûðàæåíèÿ âèäà

〈êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå|íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå〉,

íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäàìè âåðîÿòíîñòè.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êî-

íå÷íîå ðàâíà êâàäðàòó ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè:

P = |〈êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå|íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå〉|2. (6.4)

6.1.4 Èçîáðàæåíèå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ýðìè-
òîâûìè îïåðàòîðàìè

Âûðàæåíèå (6.2) äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñïèíà ìîæíî çàïè-

ñàòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (6.3), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sñðz =
h̄

2
p+ +

(
−h̄

2

)
p− =

h̄

2
|〈z+|d+〉|2 −

h̄

2
|〈z−|d+〉|2 =

h̄

2
〈d+|z+〉〈z+|d+〉−

h̄

2
〈d+|z−〉〈z−|d+〉 =

h̄

2
〈d+|(|z+〉〈z+|−|z−〉〈z−|)|d+〉.

È, îêîí÷àòåëüíî, sñðz = 〈d+|̂sz|)d+〉, ãäå
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ŝz =
h̄

2
(|z+〉〈z+| − |z−〉〈z−|) =

h̄

2
σ̂z.

Çäåñü ŝz � ýðìèòîâ îïåðàòîð ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè h̄/2

è −h̄/2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû |z+〉 è |z−〉.
Òàêèì îáðàçîì, â ýðìèòîâîì îïåðàòîðå ŝz ñîøëèñü âî-

åäèíî âñå ñóùåñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè òîé ôèçè÷åñêîé

âåëè÷èíû, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü

Oz.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5.23), ââåä¼ì ïî àíàëîãèè

ýðìèòîâ îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà ŝd íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëå-

íèå |d+〉:

ŝd =
h̄

2
σ̂d =

h̄

2
(|d+〉〈d+| − |d−〉〈d−|) =

h̄

2
(nσ̂x + mσ̂y + lσ̂z).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, îïåðàòîðû ŝd è σ̂d íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî,

ïîòîìó ÷òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ âñåãî ëèøü êîýôôèöèåíòîì ïðîïîð-

öèîíàëüíîñòè h̄/2, êîòîðûé ìîæíî ¾ñïðÿòàòü¿ âûáîðîì åäèíèö

èçìåðåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå è âïðàâäó íåò ñìûñëà ââîäèòü íîâûé

òåðìèí. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü 6371 êì èëè 6371000

ì, íî ýòè ðàçíûå ÷èñëà èìåþò îäíî è òî æå íàçâàíèå, à èìåííî,

ýòî ñðåäíèé ðàäèóñ Çåìëè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû â êâàí-

òîâîé ìåõàíèêå èçîáðàæàþòñÿ ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè,

ïðè÷¼ì

� äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîãî

îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ òåìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ìîæåò

ïðèíèìàòü ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà,

� ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà óêàçû-

âàþò íà òå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà

èìååò îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ.
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6.1.5 Ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðîâ ñïèíà

Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëû ñ ìèíèìàëüíûìè êîì-

ìåíòàðèÿìè îòíîñèòåëüíî òîãî, êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ. Èñõîäèì èç

ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëû:

ŝd =
h̄

2
(nσ̂x + mσ̂y + lσ̂z). (6.5)

Çäåñü n = sin θ cosϕ, m = sin θ sinϕ, l = cos θ � íàïðàâëÿþ-

ùèå êîñèíóñû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå |d+〉, ïðè÷¼ì n2 +m2 + l2 =

1, è, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (5.25), (5.26) è (5.24)

σ̂x = |z+〉〈z−| + |z−〉〈z+|,
σ̂y = −i|z+〉〈z−| + i|z−〉〈z+|,
σ̂z = |z+〉〈z+| − |z−〉〈z−|.

Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ σ̂x, σ̂y è σ̂z â z-ïðåäñòàâëåíèè, êîãäà â êà-

÷åñòâå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðèíÿòû âåêòîðû |z+〉 è |z−〉,
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè σ-ìàòðèöàìè Ïàóëè, ïîýòîìó àë-

ãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ïîäîáíû àëãåáðàè÷åñêèì ñâîé-

ñòâàì σ-ìàòðèö Ïàóëè (ñì. ôîðìóëû (4.22), (4.24), (4.25) è (4.26)).

Ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ñïèíà íà êîîðäèíàòíûå

îñè òàêîâû:

ŝx =
h̄

2
σ̂x, ŝy =

h̄

2
σ̂y, ŝz =

h̄

2
σ̂z.

Òîãäà èç ôîðìóë, àíàëîãè÷íûì ðàâåíñòâàì (4.22), ñëåäóåò:

ŝ2x =
h̄2

4
Ê, ŝ2y =

h̄2

4
Ê, ŝ2z =

h̄2

4
Ê.

È, âîîáùå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àíòèêîììóòàöèþ σ̂ -îïåðàòîðîâ

è ðàâåíñòâî n2 + m2 + l2 = 1, èç ôîðìóëû (6.5) ïîëó÷èì:

ŝ2d =
h̄2

4
(n2σ̂2

x + m2σ̂2
y + l2σ̂2

z ) =
h̄2

4
Ê.
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Îïåðàòîð êâàäðàòà ñïèíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ŝ2 = ŝ2x + ŝ2y + ŝ2z = 3
h̄2

4
Ê. (6.6)

Ôîðìóëû, ïîäîáíûå ôîðìóëàì (4.24), òàêîâû:

ŝx · ŝy =
h̄

2
iŝz, ŝy · ŝz =

h̄

2
iŝx, ŝz · ŝx =

h̄

2
iŝy.

Îïåðàòîðû ïðîåêöèé ñïèíà íà êîîðäèíàòíûå îñè àíòèêîììó-

òèðóþò (àíàëîãèÿ ñ ðàâåíñòâàìè (4.25)):

ŝx · ŝy = −ŝy · ŝx,
ŝy · ŝz = −ŝz · ŝy,
ŝz · ŝx = −ŝx · ŝz.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ñïè-

íà àíàëîãè÷íû ðàâåíñòâàì (4.26):

ŝx · ŝy − ŝy · ŝx = ih̄ŝz,

ŝy · ŝz − ŝz · ŝy = ih̄ŝx,

ŝz · ŝx − ŝx · ŝz = ih̄ŝy.

6.2 Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè-

÷èíû è íåîáõîäèìîñòü íîðìèðîâêè

âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà Q èçîáðàæàåòñÿ ýðìè-

òîâûì îïåðàòîðîì

Q̂ = q1|q1〉〈q1| + q2|q2〉〈q2|,
çäåñü q1 è q2 � çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ôèçè÷åñêàÿ âåëè-

÷èíà, à |q1〉 è |q2〉 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû

îïåðàòîðà Q̂, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.
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6.2 Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû è íåîáõîäèìîñòü

íîðìèðîâêè âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé

Ïóñòü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

|b〉. Â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ ñèñòåìà îêàæåòñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿò-

íîñòüþ P1 â ñîñòîÿíèè |q1〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà Q ïðèìåò

çíà÷åíèå q1, è ñ âåðîÿòíîñòüþ P2 îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè |q2〉, ïðè
ýòîì âåëè÷èíàQ ïðèìåò çíà÷åíèå q2. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (6.4)

P1 = |〈q1|b〉|2, à P2 = |〈q2|b〉|2.
Òîãäà

Qñð = q1P1 + q2P2 = q1|〈q1|b〉|2 + q2|〈q2|b〉|2 =

q1〈b|q1〉〈q1|b〉 + q2〈b|q2〉〈q2|b〉 = 〈b|(q1|q1〉〈q1| + q2|q2〉〈q2|)|b〉.
Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè-

÷åñêîé âåëè÷èíû Q, ïðè óñëîâèè, ÷òî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |b〉, îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòîé ôîðìó-

ëîé:

Qñð = 〈b|Q̂|b〉. (6.7)

Íàêîíåö, òî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà Q ïðè èçìåðåíèè ïðè-

íèìàåò îäíî èç äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé q1 èëè q2, � ñîáûòèå äî-

ñòîâåðíîå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ñîãëàñíî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå:

P1 + P2 = |〈q1|b〉|2 + |〈q2|b〉|2 = 〈b|q1〉〈q1|b〉 + 〈b|q2〉〈q2|b〉 =

〈b|(|q1〉〈q1| + |q2〉〈q2|)|b〉 = 〈b|Ê|b〉 = 〈b|b〉 = 1.

Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

〈b|b〉 =

2∑
k=1

|〈qk|b〉|2 =

2∑
k=1

|bk|2 = 1.

çäåñü bk = 〈qk|b〉 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà |b〉 ïî
áàçèñó |q1〉, |q2〉.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè âñåâîçìîæíûõ âåðîÿò-

íîñòåé è ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí âåêòîðû

ñîñòîÿíèé äîëæíû áûòü íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.
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Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ âåêòîðû ñîñòîÿíèé ïî-

ëó÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåíîðìèðîâàííûìè, è ïîýòîìó èõ íîðìè-

ðóþò. À èìåííî, åñëè íåíóëåâîé âåêòîð |b〉 íå íîðìèðîâàí, ò. å.
〈b|b〉 = β2 6= 1, òî âåêòîð 1

β |b〉, íàîáîðîò, íîðìèðîâàí íà åäèíèöó.

6.3 Îäíîâðåìåííàÿ èçìåðèìîñòü äâóõ ôè-

çè÷åñêèõ âåëè÷èí

6.3.1 Óñëîâèå îäíîâðåìåííîé èçìåðèìîñòè

Íàì èçâåñòíî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èçîáðàæàåòñÿ íåêîòî-

ðûì ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì, è ÷òî îíà ìîæåò ïðèíèìàòü ñ íåêî-

òîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ. È ëèøü â òåõ ñîñòî-

ÿíèÿõ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà

ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò íåêîòî-

ðûå âïîëíå îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ, ïðè êàêîì óñëîâèè äâå ôè-

çè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îäíîâðåìåííî èçìåðèìû?

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå.

Äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî èçìåðèìû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîðû ýòèõ ôèçè÷åñêèõ âå-

ëè÷èí êîììóòèðóþò.

Ïóñòü âåëè÷èíû A è B îäíîâðåìåííî èçìåðèìû, ò. å. ñóùå-

ñòâóåò íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå |x〉, â êîòîðîì ýòè âåëè÷èíû èìåþò

íåêîòîðûå îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ò. å. èìå-

þò ìåñòî ðàâåíñòâà: Â|x〉 = a|x〉 è B̂|x〉 = b|x〉.
Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëèíåéíîñòü îïåðàòîðîâ, ïîëó-

÷àåì:

ÂB̂|x〉 = Âb|x〉 = bÂ|x〉 = ba|x〉 = ab|x〉 = aB̂|x〉 = B̂a|x〉 = B̂Â|x〉.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû êîììóòèðóþò: ÂB̂ = B̂Â.

Íàîáîðîò, ïóñòü òåïåðü îïåðàòîðû êîììóòèðóþò.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî ÂB̂−B̂Â = Ô, íàïðèìåð, âA-ïðåäñòàâëåíèè,
êîãäà îïåðàòîð Â äèàãîíàëåí:

(
a1 0

0 a2

)(
b11 b12

b21 b22

)
−
(
b11 b12

b21 b22

)(
a1 0

0 a2

)
=

(
0 a1b12 − b12a2

a2b21 − b21a1 0

)
=

(
0 0

0 0

)
.

Ïðè a1 6= a2 íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-

áû b12 = b21 = 0. Ýòî çíà÷èò, ìàòðèöà îïåðàòîðà B̂ îêàçûâàåò-

ñÿ äèàãîíàëüíîé îäíîâðåìåííî ñ ìàòðèöåé îïåðàòîðà Â. È òî-

ãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà B̂ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè

âåêòîðàìè îïåðàòîðà Â. Â ñîñòîÿíèÿõ, îïèñûâàåìûõ ýòèìè ñîá-

ñòâåííûìè âåêòîðàìè, îáå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû èìåþò íåêîòî-

ðûå îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. îäíîâðåìåííî èçìåðèìû.

Åñëè a1 = a2 = a, òî îïåðàòîð Â èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Â = aÊ. Íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó ñîáñòâåííûå âåêòîðû |b1〉
è |b2〉 ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà B̂ ñîñòàâëÿþò ïîëíûé îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó ñîãëàñíî ðàâåí-

ñòâó (5.13) èìååì: Ê = |b1〉〈b1| + |b2〉〈b2|. Òîãäà Â = a(|b1〉〈b1| +
|b2〉〈b2|). È òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîãî

îïåðàòîðà B̂ ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðà-

òîðà Â. Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñëó÷àå a1 = a2 = a îáå ôèçè÷åñêèå

âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî èçìåðèìû.

6.3.2 Ñëåäñòâèÿ äëÿ ñïèíà 1/2

Îñîáåííîñòè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñïè-

íîì 1/2 òàêîâû, ÷òî:
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� îäíîâðåìåííî èçìåðèòü ïðîåêöèè ñïèíà õîòÿ áû íà

äâå êîîðäèíàòíûå îñè íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ŝx, ŝy, ŝz íå

êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé,

� îäíîâðåìåííî ìîãóò áûòü èçìåðåíû ëèøü äâå âåëè-

÷èíû: êâàäðàò ñïèíà è ïðîåêöèÿ ñïèíà íà ëþáîå íàïðàâ-

ëåíèå, ïîòîìó ÷òî ŝ2 è ŝd êîììóòèðóþò.

6.4 Íåèçìåííîñòü çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ

âåëè÷èí ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ

Â êîíöå ïðåäûäóùåé ãëàâû îïèñàíû óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó è âàæíûå äëÿ

ôèçèêè ñâîéñòâà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. ï. ï. 5.9.3).

Êàê èçâåñòíî, ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó,

îñóùåñòâëÿåìûé óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, àíàëîãè÷åí çà-

ìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñàìè âûáèðàåì òîò

èëè èíîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ðåàëüíîñòè.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü íå çàâèñèò îò

íàøåãî ïðîèçâîëà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óíèòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ êàðòèíà ðåàëüíîñòè ìåíÿòüñÿ íå äîëæíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ, ìîæíî âû÷èñëÿòü â ëþ-

áîì ïðåäñòàâëåíèè, è ðåçóëüòàò áóäåò îäèíàêîâ.

Íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû òàêîâû:

1. Ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò ôèçè÷åñêèå âå-

ëè÷èíû.

2. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èç

îäíîãî ñîñòîÿíèÿ |d〉 â äðóãîå |b〉, ò. å. âûðàæåíèÿ òèïà P =

|〈b|d〉|2.
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6.4 Íåèçìåííîñòü çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ïðè

óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû Q â êàêîì-ëèáî ñî-

ñòîÿíèè |b〉: Qñð = 〈b|Q̂|b〉.

Íàêîíåö, èìåþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå íå ïðî-

ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè, â ýêñïåðè-

ìåíòàõ, íî, òåì íå ìåíåå, îíè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óíèòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ, íàïðèìåð, àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ 〈b|d〉.
Åù¼ ïðèìåð: ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ, èçîá-

ðàæàþùèõ ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, â ëþáûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ñî-

ñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ (èëè îíè ìîãóò

áûòü ñäåëàíû òàêèìè).
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Ãëàâà 7

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ

7.1 Åäèíîîáðàçèå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî

ôîðìàëèçìà

Âñÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, åñëè èìåòü â âèäó å¼ ôîð-

ìàëüíóþ ñòîðîíó, ñòðîèòñÿ åäèíîîáðàçíî, ïðè÷¼ì îñíîâ-

íûå å¼ ÷åðòû ïðîÿâëÿþòñÿ óæå â ñëó÷àå ñïèíà 1/2. � Ýòî

íå äîëæíî óäèâëÿòü. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ àíàëî-

ãè÷íàÿ.

Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè âäîëü ïðÿìîé, ò. å. â ñëó÷àå îä-

íîé ñòåïåíè ñâîáîäû, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñîãëàñíî

âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà:

m · a = F.

Ïðè äâèæåíèè íà ïëîñêîñòè, ò. å. â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâî-

áîäû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîâû:

m · ax = Fx,

m · ay = Fy.

170



7.2 Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

Ïðè äâèæåíèè â ïðîñòðàíñòâå, ãäå åñòü óæå òðè ñòåïåíè ñâî-

áîäû, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

m · ax = Fx,

m · ay = Fy,

m · az = Fz.

Áîëåå òîãî, ïðè àíàëèòè÷åñêîì èçëîæåíèè êëàññè÷åñêîé ìåõà-

íèêè âñå ñòåïåíè ñâîáîäû îïèñûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî, è íå âàæíî,

ñêîëüêî ñòåïåíåé ñâîáîäû èìååòñÿ ó êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, îäíà

èëè öåëûõ ñòî.

Àíàëîãè÷íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî âçÿòü çà îáðàçåö ñè-

ñòåìó ñî ñïèíîì 1/2 è ðàñïðîñòðàíèòü å¼ ñâîéñòâà íà áî-

ëåå ñëîæíûå ñèòóàöèè. Íî ïðè ýòîì ê óæå èçâåñòíûì íàì îñî-

áåííîñòÿì îïèñàíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ðåàëüíîñòè äîáàâëÿ-

þòñÿ íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå äåòàëè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì î÷åíü êðàòêî, ÷òî êîíêðåòíî äîáàâëÿåòñÿ.

7.2 Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûé ñëó÷àé

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì îáîáùåíèå íà òîò ñëó÷àé, êîãäà ôèçè-

÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò íå äâà çíà÷åíèÿ, êàê ïðè ñïèíå 1/2,

à ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé áîëüøåå äâóõ, n > 2.

Åñëè â ñëó÷àå ñïèíà 1/2 ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

áûëà ðàâíà äâóì, òî òåïåðü îíà ðàâíà n > 2, è ñòîëüêî æå âåêòî-

ðîâ áóäåò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, åñëè îòñóòñòâóåò âûðîæ-

äåíèå (î âûðîæäåíèè ñì. íèæå).

Ïîýòîìó òàì, ãäå êàêîé-òî èíäåêñ èçìåíÿëñÿ îò 1 äî 2, àíàëî-

ãè÷íûé èíäåêñ áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî n. À èìåííî:

� óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè è ïîëíîòû áàçèñà ïðîñòðàí-

ñòâà ñîñòîÿíèé ïðèíèìàþò âèä (ñðàâíèòå ñ (5.2) è (5.13)):
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〈ei|ej〉 = 〈ej|ei〉 = δij, i, j = 1, 2, . . . , n. (7.1)

Ê = | = |e1〉〈e1| + |e2〉〈e2| + . . . + |en〉〈en| =
n∑
i=1

|ei〉〈ei|.

� ëþáîé âåêòîð |v〉 ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ïîëíîãî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî áàçèñà:

|v〉 =

n∑
i=1

vi|ei〉 =

n∑
i=1

〈ei|v〉|ei〉.

� óñëîâèå íîðìèðîâêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà åäèíèöó èìååò

âèä:

〈v|v〉 =

n∑
i=1

|vi|2 =

n∑
i=1

|〈ei|v〉|2 = 1,

ïðè÷¼ì êâàäðàò íîðìû ëþáîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíîé âåëè÷èíîé:

〈v|v〉 ≥ 0. (7.2)

Èòàê, ïðàêòè÷åñêè âñ¼, åñëè èìåòü â âèäó ôîðìàëüíóþ ñòîðî-

íó, äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ èç ñëó÷àÿ n = 2 íà ñëó÷àé n > 2.

Òåïåðü íåñêîëüêî ñëîâ î âûðîæäåíèè.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýðìè-

òîâîãî îïåðàòîðà, èçîáðàæàþùåãî ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, êàêîé-

òî êîðåíü ïîëó÷èòñÿ êðàòíûì. Òîãäà ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ ñîîòâåòñòâóåò íå îäèí, à íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ; èõ

â òî÷íîñòè ñòîëüêî, êàêîâà êðàòíîñòü êîðíÿ.
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Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåñêîëüêî èíà÷å: êàæäî-

ìó èç óïîìÿíóòûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñâî¼ ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå, ïðåíåáðåæèìî ìàëî îòëè÷àþùååñÿ îò äðó-

ãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó îáðàçíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

áëèçêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ¾ñëèïëèñü¿ â îäíî çíà÷åíèå.

Âûðîæäåíèå � íå ìàòåìàòè÷åñêèé êàçóñ. Ñîâïàäàþùèå, ¾ñëèï-

øèåñÿ¿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ âîçäåéñòâè-

ÿõ íà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîãóò ñòàòü ðàçëè÷íûìè,

÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè îïðåäåë¼í-

íûõ óñëîâèÿõ âûðîæäåíèå ìîæåò ñíèìàòüñÿ.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëó÷à-

þòñÿ, êàê ïðàâèëî, è íå íîðìèðîâàííûìè, è íå îðòîãîíàëüíûìè;

èõ ìîæíî ñäåëàòü è íîðìèðîâàííûìè, è îðòîãîíàëüíûìè. Â ëè-

íåéíîé àëãåáðå èçó÷àåòñÿ ïðè¼ì îðòîãîíàëèçàöèè òàêèõ âåêòî-

ðîâ.

Åñëè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ñ÷¼òíîå

÷èñëî çíà÷åíèé, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé òîæå

ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé è ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âðîäå áû

íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, ëèøü âåðõíèé ïðåäåë â ñóììàõ îêàçûâàåòñÿ

áåñêîíå÷íûì (∞).

Íî òîãäà âî âåñü ðîñò âñòàþò ïðîáëåìû ñõîäèìîñòè.

Â ÷àñòíîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëþáîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |v〉 ìîæ-
íî áûëî íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó, à äëÿ ýòîãî íîðìà âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ äîëæíà áûòü êîíå÷íîé, èëè, èíà÷å, äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

〈v|v〉 =

∞∑
i=1

|vi|2 =

∞∑
i=1

|〈ei|v〉|2 <∞. (7.3)
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7.3 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè

7.3.1 ×òî òàêîå êîììóòàòîð

Êîììóòàòîðîì [A,B] äâóõ îïåðàòîðîâ Â è B̂ íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîð, âû÷èñëÿåìûé ñîãëàñíî ôîðìóëå:

[A,B] = ÂB̂− B̂Â.

Åñëè Â è B̂ ýðìèòîâû, òî êîììóòàòîð [A,B] ÿâëÿåòñÿ ò. í. àí-

òèýðìèòîâûì îïåðàòîðîì, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

[A,B]† = (ÂB̂− B̂Â)† = B̂Â− ÂB̂ = −[A,B].

Çàòî îïåðàòîð K̂, îïðåäåëÿåìûé èç ðàâåíñòâà

[A,B] = iK̂, (7.4)

ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì:

K̂† = (−i[A,B])† = (−i)†([A,B])† = i(−[A,B]) = K̂.

7.3.2 Âûâîä ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû èçîáðàæàþò-

ñÿ ÷èñëàìè, êîòîðûå âñåãäà êîììóòèðóþò. Â êâàíòîâîé ìåõà-

íèêå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû èçîáðàæàþòñÿ îïåðàòîðàìè,

êîòîðûå êîììóòèðóþò íå âñåãäà, ÷òî ïîçâîëÿåò îòîáðà-

çèòü ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè êâàíòîâîé ðåàëüíîñòè,

íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè, ÿâëÿþùååñÿ

äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè îñíîâîïîëàãàþùèì. Ïðèñòóïèì

ê åãî âûâîäó.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà A ïðèíèìàåò ðÿä çíà÷åíèé a1, a2,

. . ., an. Å¼ ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

a =
1

n

n∑
i=1

ai.
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Îòêëîíåíèå îòäåëüíîãî èçìåðåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàâ-

íî: ∆a = a − a. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð èìååò âèä: ∆̂A =

Â− aÊ, çäåñü Ê � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, îñòàâëÿþùèé ëþáîé âåê-

òîð ñîñòîÿíèÿ íåèçìåííûì. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ çíàê ¾Ê¿ ìîæíî,

íå îïàñàÿñü íåäîðàçóìåíèé, îïóñêàòü è ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð, îò-

âå÷àþùèé âåëè÷èíå a, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ÷èñëîì.

Ïîýòîìó âåëè÷èíå (∆a)2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýðìèòîâûé îïåðàòîð

(∆̂A)2 = (Â− a)2.

Â êà÷åñòâå ìåðû ðàçáðîñà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ âîçüì¼ì,

êàê ýòî ïðèíÿòî â ñòàòèñòèêå, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ èçìåðåíèé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ:

√
(∆a)2 =

√√√√1

n

n∑
i=1

(ai − a)2.

Ïóñòü òåïåðü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñî-

ñòîÿíèè |x〉. Òîãäà ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ

çíà÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü:

(∆a)2 = 〈x|(∆̂A)2|x〉 = α. (7.5)

Àíàëîãè÷íî äëÿ íåêîòîðîé äðóãîé âåëè÷èíû B:

(∆b)2 = 〈x|(∆̂B)2|x〉 = β. (7.6)

Ââåä¼ì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð |v〉 = (η∆̂A− i∆̂B)|x〉,
çäåñü η � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìà-

íèå ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðîâ ∆̂A è ∆̂B, ìîæíî çàïèñàòü ýðìèòîâî

ñîïðÿæ¼ííûé âåêòîð: 〈v| = 〈x|(η∆̂A + i∆̂B).

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (7.2) êâàäðàò íîðìû ëþáîãî âåêòîðà íåîò-

ðèöàòåëåí:

N 2 = 〈v|v〉 = 〈x|(η∆̂A + i∆̂B)(η∆̂A− i∆̂B)|x〉 ≥ 0.

Îòñþäà

N 2 = η2〈x|(∆̂A)2|x〉 − iη〈x|(∆̂A∆̂B− ∆̂B∆̂A)|x〉 + 〈x|(∆̂B)2|x〉 ≥ 0.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ∆̂A = Â−a è ∆̂B = B̂−b, â ðåçóëüòàòå
ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ∆̂A∆̂B − ∆̂B∆̂A =

ÂB̂− B̂Â.

Òîãäà ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (7.4) ìîæíî çàïèñàòü:

∆̂A∆̂B− ∆̂B∆̂A = [A,B] = iK̂,

à âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ N 2 ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

−iη〈x|(∆̂A∆̂B− ∆̂B∆̂A)|x〉 = −iη〈x|(iK̂)|x〉 = η〈x|(K̂)|x〉 = ηk,

çäåñü k � ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû, èçîáðàæàåìîé ýðìèòîâûì

îïåðàòîðîì K̂.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (7.5) è (7.6), íåðàâåíñòâî

äëÿ êâàäðàòà íîðìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

N 2 = η2α + ηk + β ≥ 0.

Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò:

N 2 = α

(
η +

k

2α

)2

+ β − k2

4α
≥ 0.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîáêè, êîòîðàÿ âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò,

ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî N 2 ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî

β − k2

4α
≥ 0 è

√
α ·
√
β ≥ k

2
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: ∆A =
√
α, ∆B =

√
β, çäåñü ∆A è ∆B

ÿâëÿþòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûìè îòêëîíåíèÿìè îò ñðåäíèõ çíà-

÷åíèé äëÿ âåëè÷èí A è B ñîîòâåòñòâåííî.

È òîãäà ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè ïðèíèìàåò ñëå-

äóþùèé âèä:

∆A ·∆B ≥ k

2
. (7.7)
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè ñïðàâåäëèâî

òàêæå è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, è â ñëó÷àå

íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

7.3.3 Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-
äåë¼ííîñòè

∆A è ∆B èç ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7.7) ÿâëÿþòñÿ ìåðîé

ðàçáðîñà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ âåëè÷èí A è B. Åñëè ÂB̂ 6= B̂Â

è, ñëåäîâàòåëüíî, k 6= 0, òî ∆A è ∆B íå ìîãóò áûòü îäíîâðå-

ìåííî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå

íåîïðåäåë¼ííîñòè ñòàâèò ïðåäåë òî÷íîñòè äëÿ îäíîâðå-

ìåííûõ èçìåðåíèé äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, èçîáðàæà-

åìûõ íåêîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè.

Åñëè â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû A è B âñ¼ æå äîïóñêàþò ñêîëü óãîäíî

òî÷íûå èçìåðåíèÿ, ò. å. îíè ìîãóò îäíîâðåìåííî èìåòü âïîëíå

îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ, òî ∆A è ∆B â íåðàâåíñòâå (7.7) ðàâíû

íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, k = 0, à çíà÷èò è K̂ = 0̂. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ÂB̂ = B̂Â.

Èòàê, åñëè äâå âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî èçìåðèìû ñî

ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ, òî èçîáðàæàþùèå èõ

îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, è, íàîáîðîò, åñëè íå èçìåðèìû,

òî íå êîììóòèðóþò. Ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áûë

ïîëó÷åí âûøå â ï. ï. 6.3.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x̂, ŷ, ẑ è

îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñîâ p̂x, p̂y, p̂z ìèêðî÷àñòèöû

óäîâëåòâîðÿåò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[x̂, p̂x] = ih̄, [ŷ, p̂y] = ih̄, [ẑ, p̂z] = ih̄.
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Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì (7.4), ïîëó÷àåì: K̂ = h̄,

ïîýòîìó k, ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû, èçîáðàæàåìîé îïåðàòî-

ðîì K̂, ðàâíî h̄.

È îêîí÷àòåëüíî:

∆X ·∆Px ≥
h̄

2
, ∆Y ·∆Py ≥

h̄

2
, ∆Z ·∆Pz ≥

h̄

2
.

Âïåðâûå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè â òàêîé ôîðìå áûëî

ñôîðìóëèðîâàíî Âåðíåðîì Ãåéçåíáåðãîì â 1927 ãîäó. Ýòè íåðà-

âåíñòâà óêàçûâàþò íà ïðèíöèïèàëüíóþ íåâîçìîæíîñòü îäíîâðå-

ìåííîãî èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èìïóëüñîâ

ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ó

ìèêðî÷àñòèö òðàåêòîðèé, òðàêòóåìûõ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Ïðèâåä¼ííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, h̄ = 1, 054572 · 10−27 ýðã·c
èìååò òàêóþ æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è äåéñòâèå � ôóíäàìåíòàëü-

íàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ ïîâåäåíèå ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ÷åðåç ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåé-

ñòâèÿ è â êâàíòîâîì ñìûñëå ÷åðåç ôåéìàíîâñêèå èíòåãðàëû ïî

òðàåêòîðèÿì. Êðîìå òîãî, ìîìåíò èìïóëüñà òîæå èìååò òàêóþ æå

ðàçìåðíîñòü.

Ïîýòîìó åñëè â óñëîâèÿõ êîíêðåòíîé çàäà÷è äåéñòâèå èëè ìî-

ìåíò èìïóëüñà îêàæóòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå h̄, òàê ÷òî âåëè-

÷èíîé h̄ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïðèìåíèìà êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà,

ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæíî

ñ÷èòàòü êîììóòèðóþùèìè, ò. å. îáû÷íûìè ÷èñëàìè.

Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîíû, îáðàùàþùèåñÿ íà çíà÷èòåëüíîì óäà-

ëåíèè îò àòîìíîãî ÿäðà, ÿâëÿþòñÿ, ïî ñâîåé ñóòè, êëàññè÷åñêèìè

÷àñòèöàìè, ïîñêîëüêó îáëàäàþò ìîìåíòîì èìïóëüñà, çíà÷èòåëü-

íî ïðåâîñõîäÿùèì çíà÷åíèå h̄.
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7.4 Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî

ñïåêòðà

Ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ôîðìàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó-

÷àÿ äèñêðåòíîãî áåñêîíå÷íîãî ñïåêòðà òåì, ÷òî áåñêîíå÷íîå ñóì-

ìèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì.

Íàïðèìåð, êîãäà èíäåêñ i èç âûðàæåíèÿ (7.3) ïðèíèìàåò íåïðå-

ðûâíûé ñïåêòð çíà÷åíèé, bi ÿâëÿåòñÿ íå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ, à ôóíêöèåé. Îáîçíà÷èì àðãóìåíò ýòîé ôóíêöèè, êàê

îáû÷íî, ÷åðåç x, è ïîñëå çàìåíû ñóììèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàíèåì,

ïîëó÷èì:

〈b|b〉 =

∫
|b(x)|2 dx <∞.

Òåïåðü ñëåãêà èçìåíèì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñèìâîëà Êðîíåêåðà:

âìåñòî δij áóäåì ïèñàòü δj−i, íî ñóòü îñòàâèì òîé æå ñàìîé. À

èìåííî, δj−i = 1 êîãäà j − i = 0, è δj−i = 0 â ñëó÷àå, êîãäà

j − i 6= 0.

Òîãäà âûðàæåíèå

bi =

n∑
j=1

bjδj−i, j = 1, 2, . . . , n,

îáîáù¼ííîå íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïðèíèìàåò ñëåäó-

þùèé âèä:

b(x′) =

∫
b(x)δ(x− x′) dx. (7.8)

Ïî àíàëîãèè ñ δ−ñèìâîëîì Êðîíåêåðà åñòåñòâåííî ïðèíÿòü,

÷òî δ(x − x′) = 0, åñëè x − x′ 6= 0. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòå-

ãðàëüíàÿ ñóììà ñâåä¼òñÿ ê åäèíñòâåííîìó ñëàãàåìîìó â îêðåñò-

íîñòè x′ = x:
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b(x′) ≈ b(x)
∣∣∣
x=x′

δ ·∆x.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî â ïðåäåëå, ïðè ∆x → 0, δ äîëæíà ñòðå-

ìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå δ · ∆x ñòðåìè-

ëîñü ê åäèíèöå, ò. å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

δ(x− x′) =

{
+∞ ïðè x = x′,

0 ïðè x 6= x′.
(7.9)

Ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (7.8) è (7.9), íàçûâà-

åòñÿ δ-ôóíêöèåé Äèðàêà.

Èòàê, δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñèìâîëà Êðîíå-

êåðà.

Ïîýòîìó çàïèñàâ óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ íå ÷åðåç ñèìâîë Êðîíåêåðà, à ÷åðåç δ-ôóíêöèþ Äèðàêà,

〈ex|e′x〉 = δ(x− x′),

ìîæíî îáîáùèòü ôîðìàëèçì âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé íà ñëó÷àé íåïðå-

ðûâíîãî ñïåêòðà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äåëüòà�ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè,

êîòîðûå èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñòü å¼ èçó÷åíèÿ ñðåäñòâàìè êëàññè-

÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìàòåìàòèêè

âûñêàçûâàëè ðåçêèå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ â àäðåñ äèðàêîâñêîé

ôîðìóëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Áëàãîäàðÿ òðóäàì ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòèêîâ Í. Ì. Ãþíòå-

ðà, Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, à òàêæå ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ë.Øâàðöà

ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî ïðèçíàëî òåîðèþ îáîáù¼ííûõ ôóíê-

öèé. Îêàçûâàåòñÿ, δ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé îáîáù¼ííîé ôóíê-

öèåé.

Òåïåðü çàïèøåì íåêîòîðûå ôîðìóëû äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé,

îáðàùàÿñü ê δ-ôóíêöèè.
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Óñëîâèå ïîëíîòû, ò. å. àíàëîã ôîðìóëû (5.13), ïðèíèìàåò ñëå-

äóþùèé âèä:

Ê = | =
∫
|ex〉〈ex| dx. (7.10)

Òåïåðü, óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà |v〉, ïîëó÷èì ðàçëî-

æåíèå ýòîãî âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì (àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ

(5.7)):

|v〉 = Ê|v〉 =

∫
|ex〉〈ex|v〉 dx =

∫
v(x)|ex〉 dx.

ò. å. âåêòîð |v〉 ñêëàäûâàåòñÿ èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, âçÿòûõ ñ ðàç-
íûìè âåñàìè v(x) = 〈ex|v〉:

〈ex|v〉 =

∫
v(x′)〈ex|ex′〉 dx′ =

∫
v(x′)δ(x− x′) dx′ = v(x).

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðàâåíñòâà (5.6).

Òåïåðü çàïèøåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà |w〉 ïî áàçèñíûì âåêòî-

ðàì â ñëåäóþùåì âèäå:

|w〉 =

∫
w(x)|ex〉 dx.

Îòñþäà ñëåäóåò:

〈w| =
∫
w∗(x)〈ex| dx.

〈w|v〉 =

∫
w∗(x)

(∫
v(x′)〈ex|ex′〉 dx′

)
dx =

∫
w∗(x)

(∫
v(x′)δ(x− x′) dx′

)
dx.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì àíàëîã ôîðìóëû (5.5) äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ:

〈w|v〉 =

∫
w∗(x)v(x) dx. (7.11)
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7.5 Âîëíîâûå ôóíêöèè

7.5.1 Ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè: ñïèíîðû (ñì.

ï. 4.8) ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ïðè

äàëüíåéøåì ðàçâèòèè òåîðèè ïðèâîäÿò ê ñïèíîðíîìó èñ÷èñëå-

íèþ. Íî, îêàçûâàåòñÿ, åñòü åù¼ îäíà âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêîé ðåàëüíîñòè, îñíîâàííàÿ íà âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ.

Äàëåå â êà÷åñòâå ïðèìåðà è îáðàçöà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðî-

ñòåéøèé äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî:

• êàæäîìó âåêòîðó äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé |d〉 =

d1|e1〉+ d2|e2〉 (çäåñü |e1〉, |e2〉 � íåêîòîðûé ïîëíûé îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå) ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ d, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà óïîðÿäî÷åííûõ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñëà d = d(d1, d2), çäåñü d1 = 〈e1|d〉 è d2 = 〈e2|d〉,
• äëÿ ëþáûõ äâóõ âîëíîâûõ ôóíêöèé d = d(d1, d2) è b =

b(b1, b2) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

〈b|d〉 = b∗1d1 + b∗2d2 =

2∑
i=1

b∗idi. (7.12)

À åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ñêîáêó êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

íå âîëíîâûõ ôóíêöèé, à âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, òî ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî

òàêîé æå ðåçóëüòàò:

〈b|d〉 = (b∗1〈e1| + b∗2〈e2|)(d1|e1〉 + d2|e2〉) = b∗1d1 + b∗2d2,

• âåêòîðàì ïîëíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà |e1〉 è |e2〉,
òàêæå, êàê è ëþáûì äðóãèì âåêòîðàì, ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå

âîëíîâûå ôóíêöèè, îáîçíà÷àåìûå êàê ξ1 è ξ2. Îíè òîæå ñîñòàâëÿ-

þò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: 〈ξi|ξj〉 = δij, i, j = 1, 2,

ïîýòîìó ëþáóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé:
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d = d1ξ1 + d2ξ2 =

2∑
i=1

diξi.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ôîðìóëû äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîâïà-

äàþò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîðìóëà-

ìè äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé.

À òåïåðü òîëüêî äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ââåä¼ì äîïîëíèòåëü-

íîå ïðàâèëî.

Ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂ äåéñòâóåò íà âîëíîâóþ

ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ ñïðàâà, äåéñòâèå îïåðàòîðà íà âîë-

íîâóþ ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ ñëåâà íå îïðåäåëåíî. Ïðè ñèì-

âîëè÷åñêîé çàïèñè ôîðìóë áóäåì óáèðàòü ó îïåðàòîðîâ ïðàâóþ

ïåðåãîðîäêó, ÷òîáû áûëî âèäíî, íà êàêèå èìåííî âîëíîâûå ôóíê-

öèè îíè äåéñòâóþò.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò çàïèñè ôîðìóë äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿ-

íèé â ôîðìàëèçìå Äèðàêà (ñëåâà îò ñòðåëêè) ê çàïèñè ôîðìóë

äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé (ñïðàâà îò ñòðåëêè):

〈b|Q̂|d〉 −→ 〈b|Q̂d〉,
〈b|Q̂|d〉 = (〈b|Q̂|)††|d〉 = (|Q̂†|b〉)†|d〉 −→ |Q̂†b〉†|d〉 = 〈Q̂†b|d〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈b|Q̂d〉 = 〈Q̂†b|d〉,
Èòàê, ïðè ïåðåñå÷åíèè ÷åðòû, ðàçäåëÿþùåé ëåâóþ è

ïðàâóþ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïåðàòîð çàìå-

íÿåòñÿ íà ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûé.

À åñëè, êðîìå òîãî, îïåðàòîð Q̂ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, ò. å. Q̂† =

Q̂, òî

〈b|Q̂d〉 = 〈Q̂b|d〉. (7.13)

Íåòðóäíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé äèñ-

êðåòíîãî êîíå÷íîãî ñïåêòðà ëþáîé ðàçìåðíîñòè èëè íà ñëó÷àé

äèñêðåòíîãî áåñêîíå÷íîãî ñïåêòðà, íî ïðè ýòîì ñëåäóåò ïðèçíàòü,
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÷òî îò ââåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé âìåñòî âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé

êàêîé-ëèáî âûãîäû íåò.

Íàîáîðîò, âîëíîâûå ôóíêöèè îêàçûâàþòñÿ îñîáåííî óäîáíû-

ìè â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ïîòîìó ÷òî îíè îêàçûâàþòñÿ

êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè, à íå ïðîñòî óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì âñ¼ ñêàçàííîå âûøå äîñëîâíî îáîá-

ùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ê ðàññìîòðåíèþ êîòî-

ðîãî ìû ïðèñòóïàåì.

7.5.2 Ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà

Âîëíîâûå ôóíêöèè â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

äâà ÷èñëà, d = d(d1, d2), â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî ñïåê-

òðà îíè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ÷èñåë: d = d(d1, d2, · · · , dn, · · · ).
Íàêîíåö, êîãäà ñïåêòð íåïðåðûâíûé, d = dx, èíäåêñ x ïðèíèìàåò

ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó â ïðèâû÷íûõ îáîçíà-

÷åíèÿõ ýòî îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ d(x) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Òîãäà â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ âîëíîâûõ ôóíêöèé âìå-

ñòî ñóììèðîâàíèÿ (ñì. ôîðìóëó (7.12)), ïîÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâà-

íèå òî÷íî òàê æå, êàê â ôîðìóëå (7.11):

〈ϕ|ψ〉 =

∫
ϕ∗(x)ψ(x) dx. (7.14)

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ξq(x) óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè íà δ-ôóíêöèþ:

〈ξq′(x)|ξq(x)〉 =

∫
ξ∗q′(x)ξq(x) dx = δ(q − q′).

Äîïóñòèì, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì,

òîãäà ëþáóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé:

ψ(x) =

∫
p(q)ξq(x) dq, (7.15)
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çäåñü p(q) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïî

âûáðàííîìó áàçèñó; p(q) = 〈ξq(x)|ψ(x)〉, ò. ê.

〈ξq(x)|ψ(x)〉 =

∫
p(q′)〈ξq(x)|ξq′(x)〉 dq′ =

∫
p(q′)δ(q−q′) dq′ = p(q).

Â èíòåãðàëàõ ïîÿâèëèñü øòðèõè ïðè q, ÷òî íåñóùåñòâåííî,

ïîñêîëüêó ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî îáîçíà÷àòü ëþáîé

áóêâîé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü ïîç-

âîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ôîðìóëû áîëåå ýêîíîìíî, ïîòîìó ÷òî

èíòåãðàë ïî x îêàçûâàåòñÿ ¾ñïðÿòàííûì¿ â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-

äåíèè.

Êîìïëåêñíî ñîïðÿãàÿ âûðàæåíèå äëÿ ψ(x), ïîëó÷èì:

ψ∗(x) =

∫
p∗(q′)ξ∗q′(x) dq′. (7.16)

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ íåêîòîðûé ëèíåéíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð

Q̂, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñîãëàñíî êî-

òîðîìó íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ψ ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå äðóãàÿ ôóíêöèÿ Q̂ψ.

Çàïèøåì Q̂ψ â ñîáñòâåííîì áàçèñå îïåðàòîðà Q̂. Èíà÷å ãîâîðÿ,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè ξq(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè ôóíêöèÿìè ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà Q̂, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî: Q̂ξq(x) = qξq(x). Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà è

ðàâåíñòâà (7.15) èìååì:

Q̂ψ =

∫
p(q)Q̂ξq(x) dq =

∫
q p(q)ξq(x) dq.

Îòñþäà, à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (7.16), âû-

÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.14):
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〈ψ|Q̂ψ〉 =
∫ (∫

p∗(q′)ξ∗q′(x) dq′
) (∫

q p(q)ξq(x) dq
)
dx =

∫
p∗(q′) dq′

∫
q p(q)

(∫
ξ∗q′(x)ξq(x) dx

)
dq =

∫
p∗(q′) dq′

∫
q p(q)δ(q′ − q) dq =

∫
q′p∗(q′)p(q′) dq′,

Îïóñêàÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå øòðèõè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó-

÷àåì:

〈ψ|Q̂ψ〉 =

∫
qp∗(q)p(q) dq.

Â ñëó÷àå ñïèíà 1/2 ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû Q
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (6.7). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû è ñåé÷àñ ñðåäíåå çíà-

÷åíèå âåëè÷èíû Q â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé ôóíêöèåé

ψ, çàäàâàëîñü àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé:

Qñð = 〈ψ|Q̂ψ〉 =

∫
qp∗(q)p(q) dq =

∫
q|p(q)|2 dq. (7.17)

Èç òåîðèè âåðîÿòíîñòè èçâåñòíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå è â ñàìîì

äåëå ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû Q ïðè óñëîâèè, ÷òî

|p(q)|2 dq � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà Q ïðèíèìàåò íåêîòî-

ðîå çíà÷åíèå â ïðåäåëàõ îò q äî q + dq.

Íî òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà Q ïðèìåò ëþáîå äî-

ïóñòèìîå çíà÷åíèå, ðàâíà åäèíèöå, êàê âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî

ñîáûòèÿ: ∫
|p(q)|2 dq = 1.

Ïóñòü Q̂ = Ê, çäåñü Ê � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, îñòàâëÿþùèé

ëþáóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ íåèçìåííîé, òîãäà q = 1, è ðàâåíñòâî

(7.17) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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〈ψ|ψ〉 =

∫
|p(q)|2 dq.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (7.17) äëÿ

Qñð äàñò ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè óñëîâèè, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó: 〈ψ|ψ〉 = 1.

Åñëè â õîäå ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ

ïîëó÷àåòñÿ íåíîðìèðîâàííîé, ò. å. 〈ψ|ψ〉 6= 1, å¼ ñëåäóåò íîðìè-

ðîâàòü, à èìåííî, ðàçäåëèòü íà
√
〈ψ|ψ〉.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî ϕ = Q̂ψ â ìàòðè÷íîì âèäå. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà è ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñíûì

ôóíêöèÿì (7.15):

〈ξq′|ϕ〉 = 〈ξq′|Q̂ψ〉 =

∫
p(q)〈ξq′|Q̂ξq〉 dq.

Òîãäà

f (q′) =

∫
Q̂q′qp(q) dq, (7.18)

çäåñü f (q′) = 〈ξq′|ϕ〉 � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ϕ ïî

áàçèñíûì ôóíêöèÿì ξq(x), à Qq′q � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðà-

òîðà Q̂ â ýòîì æå áàçèñå:

Qq′q = 〈ξq′|Q̂ξq〉 =

∫
ξ∗q′(x)Q̂ξq(x) dx.

Ðàâåíñòâî (7.18) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: f = Qp, ò. å.

ìàòðèöà Q óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð�ñòîëáåö p(q), à â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð�ñòîëáåö f(q′), ïðè ýòîì âñå èíäåêñû ìåíÿþòñÿ

íåïðåðûâíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîðîæä¼ííîå

ëèíåéíûì óíèòàðíûì îïåðàòîðîì Û. Òîãäà âîëíîâûå ôóíêöèè ψ

è ϕ ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì: ψ′ = Ûψ è ϕ′ = Ûϕ, à

ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð Q̂ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå (5.30), à

èìåííî: Q̂′ = ÛQ̂Û†.
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Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåñå÷åíèè ïåðåãîðîäêè îïåðàòîð ñòàíîâèòñÿ

ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûì, ïîëó÷àåì:

〈ϕ′|Q̂′ψ′〉 = 〈Ûϕ|ÛQ̂Û†·Ûψ〉 = 〈Û†·Ûϕ|Q̂Û†·Ûψ〉 = 〈Êϕ|Q̂Êψ〉 = 〈ϕ|Q̂ψ〉.

Ïðè Q̂ = Ê:

〈ϕ′|ψ′〉 = 〈ϕ|ψ〉. (7.19)

Ò. å. ëþáîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âîëíîâûõ ôóíêöèé,

à òàêæå âûðàæåíèå âèäà 〈ϕ|Q̂ψ〉, â òîì ÷èñëå âûðàæåíèå äëÿ

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïðè óíèòàðíîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì.

Ïðèìåì ïàññèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, èçîáðàæàåìîãî îïåðàòîðîì Û. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âîëíîâûå ôóíê-

öèè è îïåðàòîðû êàê òàêîâûå ïîëàãàþòñÿ íåèçìåííûìè; óíèòàð-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿåò ëèøü èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â ðàçíûõ áà-

çèñàõ. Èíûìè ñëîâàìè, âûðàæåíèÿ âèäà 〈ϕ|Q̂ψ〉 è â ÷àñòíîñòè

âûðàæåíèÿ (7.17) è (7.19) ìîæíî âû÷èñëÿòü â ëþáîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè.

Îäíàêî ïðè âûâîäå ôîðìóë ìû èñõîäèëè èç Q̂-ïðåäñòàâëåíèÿ,

ò. å. ñ÷èòàëè, ÷òî ýðìèòîâ îïåðàòîð Q̂ äèàãîíàëåí, à áàçèñíûå

ôóíêöèè ξq(x) ÿâëÿþòñÿ åãî ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Òåïåðü

ïîíÿòíî, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå, åñëè èìåòü â âèäó ðåçóëüòàòû, à íå

åãî âûâîä, ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì è íåîáÿçàòåëüíûì.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå áàçèñíûå ôóíê-

öèè ξq(x) íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Q̂.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî òðåáóåòñÿ îò áàçèñà � îí äîëæåí áûòü îðòî-

íîðìèðîâàííûì è ïîëíûì; ïîëíîòà áàçèñà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé.
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Íàêîíåö, ñèìâîëè÷åñêîå âûðàæåíèå (7.13), à èìåííî, 〈ϕ|Q̂ψ〉 =

〈Q̂ϕ|ψ〉, ãäå Q̂ � ýðìèòîâ îïåðàòîð, â ðàçâ¼ðíóòîé ôîðìå ïðèíè-

ìàåò âèä: ∫
ϕ∗(x)Q̂ψ(x) dx =

∫
ψ(x)Q̂∗ϕ∗(x) dx,

çäåñü Q̂∗ � îïåðàòîð, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîðó Q̂.

Îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: (Q̂ϕ)∗ = Q̂∗ϕ∗.

Â ñàìîì äåëå:

∫
ϕ∗(x)Q̂ψ(x) dx =

∫
(Q̂ϕ(x))∗ · ψ(x) dx =

∫
(Q̂∗ϕ∗(x)) · ψ(x) dx =∫

ψ(x)Q̂∗ϕ∗(x) dx.

Èòàê, ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïî-

ëó÷åííûå ïðè ìîäèôèêàöèè ôîðìàëèçìà Äèðàêà, îêàçàëèñü â

ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýêîíîìíûìè è óäîáíûìè.

7.6 Îïåðàòîð è ìàòðèöà ïëîòíîñòè

Îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð D̂ = |d〉〈d|, ïðè
óñëîâèè, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |d〉 íîðìèðîâàí íà åäèíèöó, 〈d|d〉
= 1.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû ïëîòíîñòè, òî÷íî òàê æå êàê

âåêòîðû ñîñòîÿíèé, ïðèãîäíû äëÿ ïîëíîöåííîãî îïèñàíèÿ êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îïåðàòîð ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ D̂2 = D̂:

D̂2 = (|d〉〈d|)2 = |d〉〈d|d〉〈d| = |d〉 · 1 · 〈d| = D̂.

Â îòëè÷èå îò âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ ñ åäèíè÷íûì
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ìîäóëåì, îïåðàòîðû ïëîòíîñòè íå îáëàäàþò àíàëîãè÷íûì ïðîèç-

âîëîì, ò. ê. åñëè |d′〉 = eiϕ|d〉, òî 〈d′| = e−iϕ〈d| è D̂′ = D̂.

Òåïåðü, ÷òîáû íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ, ñíî-

âà âåðí¼ìñÿ ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ïëîòíîñòè â íåêîòîðîì ïîë-

íîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå |e1〉, |e2〉 òàêîâû:

Dij = 〈ei|D̂|ej〉 = 〈ei|d〉〈d|ej〉 = did
∗
j , i, j = 1, 2. (7.20)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà D = dd† íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè.

Êñòàòè, äëÿ ñèñòåìû ñî ñïèíîì 1/2, ïîëÿðèçîâàííîé â íàïðàâ-

ëåíèè âåêòîðà |d〉 ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè n = sin θ cosϕ,

m = sin θ sinϕ, l = cos θ, ìàòðèöà ïëîòíîñòè, èíà÷å íàçûâàåìàÿ

òàêæå ìàòðèöåé ïðîåêòèðîâàíèÿ, â σz-ïðåäñòàâëåíèè èìååò, ñî-

ãëàñíî ðàâåíñòâó (4.28), ñëåäóþùèé âèä:

dd† =
1

2
[E + (sin θ cosϕ)σx + (sin θ sinϕ)σy + (cos θ)σz].

Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå.

Ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñóììà å¼ äèà-

ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷àåòñÿ: Sp îò íåìåöêîãî Spur �

ñëåä. Èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå Tr, ïðîèñõîäÿùåå îò àí-

ãëèéñêîãî Trace � ñëåä.

Âû÷èñëèì SpD â ïðèíÿòîì áàçèñå:

SpD = D11 + D22 = 〈e1|d〉〈d|e1〉 + 〈e2|d〉〈d|e2〉 =

〈d|e1〉〈e1|d〉 + 〈d|e2〉〈e2|d〉 = 〈d|(|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)|d〉 = 〈d|d〉 = 1.

Èòàê, ðàâåíñòâî SpD = 1 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íîðìè-

ðîâêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |d〉 íà åäèíèöó: 〈d|d〉 = 1.

Âûðàçèì òåïåðü ñðåäíåå çíà÷åíèå Qñð = 〈d|Q̂|d〉 ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíûQ ïðè óñëîâèè, ÷òî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà-

õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |d〉.
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7.6 Îïåðàòîð è ìàòðèöà ïëîòíîñòè

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ïîëíîòû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçè-

ñà:

Qñð = 〈d|(|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)Q̂(|e1〉〈e1| + |e2〉〈e2|)|d〉.

Â ýòîé ñóììå 2 · 2 = 4 ñëàãàåìûõ, êîòîðûå, ïðèíèìàÿ âî âíè-

ìàíèå ðàâåíñòâî (7.20), ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

〈d|ej〉〈ej|Q̂|ei〉〈ei|d〉 = 〈ej|Q̂|ei〉〈ei|d〉〈d|ej〉 = QjiDij = DijQji, i, j = 1, 2.

Ïîýòîìó

Qñð =

2∑
i,j=1

QijDji =

2∑
i=1

 2∑
j=1

QijDji

 =

2∑
i=1

(QD)ii = Sp(QD).

Àíàëîãè÷íî Qñð = Sp(DQ).

Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé

âåëè÷èíûQ ïðè óñëîâèè, ÷òî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà-

õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì ìàòðèöåé ïëîòíîñòè D, ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Qñð = Sp(QD) = Sp(DQ).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè B̂ = |b〉〈b|
ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Bñð = 〈d|B̂|d〉 = Sp(BD) =

Sp(DB).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Bñð = 〈d|B̂|d〉 = 〈d|b〉〈b|d〉 = |〈b|d〉|2 = P,

çäåñü P � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ |d〉 â ñîñòîÿíèå |b〉.
Îòñþäà

P = Sp(BD) = Sp(DB).

Èòàê, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè

ïåðåõîäîâ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôè-
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Ãëàâà 7. Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ

çè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ìàòðèöû ïëîòíîñòè, òàêæå êàê è âåê-

òîðû ñîñòîÿíèé, ïðèãîäíû äëÿ ïîëíîöåííîãî îïèñàíèÿ êâàíòîâî-

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îêàçûâàåòñÿ, âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìàòðèö ïëîòíî-

ñòè äàæå øèðå, ÷åì ó âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ: ìàòðèöû ïëîò-

íîñòè ïðèìåíèìû äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàì-

áëåé, ñîñòîÿùèõ èç êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.
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